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Differenzialrechnung R — R




Differenzierbarkeit R"” — R™

Definition 9.1

Eine Abbildung f : R" O G — R™ist in x* € G
differenzierbar, wenn es eine Matrix A ¢ R™*"
gibt, so dass fiir die affine Abbildung

(:R" =R Ux)=Ff(x)+ A (x—x")

gilt: 7
lim M ~Q,,

= 0]



Das Differenzial
Bemerkung 9.2

Wenn f : IR" O G — R in x* € G differenzierbar
ist, dann gibt es nur eine Matrix A wie in der
Definition 9.1. Sie heist dann

» Ableitung(smatrix)
» (totales) Differenzial
» Funktionalmatrix

von f in x*. Schreibweisen:

fl(x)=A  de(f):=A  def =A



Stetigkeit differenzierbarer Abbildungen

Satz 9.3

Fiir A = (aj;) € R™" ist die lineare Abbildung
x — Ax stetig auf ganz R".

Satz 9.4

Ist f : R" D G — R™ differenzierbar in x*, so ist f
auch stetig in x*.

Bemerkung 9.5

Stetigkeit impliziert aber nicht unbedingt
Differenzierbarkeit.



Komponentenfunktionen

Bemerkung 9.6
Eine Abbildung

f
— ; : R"D G —R"
fm

ist genau dann in x € G differenzierbar, wenn alle
Komponentenfunktionen f; : G — R in x
differenzierbar sind. Die Zeilen von f'(x) € R™*"
sind dann die Ableitungsmatrizen f/(x), ...,
f'(x) € R¥™" von fi,..., fy.



Richtungsableitungen

Definition 9.7

Ist ¥ : R" O G — R differenzierbar und v € R”
mit |v| = 1, so heiBt

o, .
m(x).:f(x)-vER

die Richtungsableitung von 7 im Punkt x in
Richtung v.



Partielle Ableitungen

Definition 9.8

Die j-te partielle Ableitung von 7 : R" O G — R"”
im Punkt x € G ist die Richtungsableitung 2~ (x) in

Richtung des j-ten Einheitsvektors, also
ﬁ (X) S ||m f(Xl,...,Xjfl,XjthﬁXj(l ..... Xn)ff(Xl,...,Xn)
(DXJ © 50 t

(falls der Grenzwert existiert).



Partielle Ableitungen und
Komponentenfunktionen. . .

fi
Existiert fur f = : - R"D G — R™ die j-te
fm
partielle Ableitung im Punkt x € G, so ist
of,
— | X
of ) % _( )
0xj of.,

a—xj(X)



... Partielle Ableitungen und

Komponentenfunktionen
Dabei ist © (x) die Ableitung der -ten

fi
(')Xj
Komponentenfunktion beziiglich der j-ten Variablen
an der Stelle x; (wobei man die anderen Variablen

auf x1, ... Xj1, X1, .. .. x, fixiert), also

)

of

-(x) = g'(x)

mit
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Funktionalmatrix und partielle Ableitungen

Satz 9.9
Ist f : R" O G — R™ differenzierbar in x ¢ G, so ist
M(x) ... H(x)
fl(x) =d,f = : . :
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Hinreichendes Differenzierbarkeitskriterium

Satz 9.10

Existieren fiir f : R" O G — R alle partiellen
Ableitungen in jedem Punkt x € G und sind die
partiellen Ableitungen

of

G — R
0%y

of;
ist f in allen Punkten von G (total) differenzierbar.

als durch x — 5(x) definierte Funktionen stetig, so



f(05 X2)

0.5x
0. 25+x2

0.4

0.2
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Der Gradient von f : R" O G — R

Definition 9.11

Ist £ : R" O G — R (m = 1) differenzierbar, so
heiBt der Vektor

of of ;
grad, f := V,f = <0_x1 (x),..., . (x)) eR

der Gradient von f in x. Als Zeilenvektor
aufgefasst ist der Gradient die Ableitungsmatrix von
finxe GCR".
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Das Gradientenfeld

Fir eine differenzierbare Funktion f : R" O G — R

Ist
grad f: G — R”

x +— grad, f
ein Vektorfeld, das Gradientenfeld von f.



Eigenschaften des Gradienten
Bemerkung 9.12

Sei f :R" D G — R differenzierbar.

» Der Gradient grad, f von f in x € G weist in
Richtung des starksten Anstiegs von f in x.

» Die Steigung in Richtung grad, f (also die
Richtungsableitung fiir v — m grad, f) ist
|grad, f| (falls grad, f # O,).

» Der Gradient grad, f steht orthogonal auf der
Niveaumenge von f in x.

» (—grad, f,1) € R"™ jst Normalenvektor fiir

die Tangential(hyper)ebene an den Graphen
von f iiber dem Punkt x.

16
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Pfaffsche Formen

Definition 9.13
Fiir Funktionen g1,...,g,: R" 2 G — R heilt

g dxy+---+g,-dx,=(g1,...,8,): G—>R"

eine Pfaffsche Form (oder unvollstdndiges
Differenzial). Die Pfaffsche Form ist ein
vollstandiges Differenzial, wenn es eine
differenzierbare Funktion f : G — R gibt mit

of
i =

furalle i=1,....n
e

1o



Linearitat der Ableitung
Satz 9.14

Sind f,g : R" O G — R differenzierbar, so ist
auch
f+g:G—R"

differenzierbar mit
(f +g)(x) = f'(x) +&'(x)

Fiir jedes \ € R ist auch \f : G — R
differenzierbar mit

(M) (x) = X - F(x).
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Produktregel: Skalare Multiplikation

Satz 9.15

Sindf :R"DOG—Rundg: G—R"
differenzierbar, so ist auch fg : G — R
differenzierbar mit (fiir alle j = 1,...n):

d(fg) Of 0g
. £.-S
Ox; Ox; g+ ox;

d. h. flir alle x € G:

J(fg) _of

o (= 5 (0 8+ ) 3E (9 e "

Oxy

(x)
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Spezialfall: Produkt skalarwertiger
Funktionen

Korollar 9.16

Sindf :R"DOG—>Rundg:G—R
differenzierbar, so ist auch fg : G — R
differenzierbar mit:

grad fg =g-grad f +f - grad g,
d.h.
grad, fg = g(x) - grad, f + f(x) - grad, g € R"

fiir alle x € G.
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Produktregel: Skalarprodukt

Satz 9.17

Sind f.g : R" O G — R"™ differenzierbar, so ist
auch (f,g) : G — R differenzierbar mit

P = )+ (i)
d. h.
a<5;f> () = <§—;(X)>g(x)> + {f(x), g—fj(x»

fiir alle x € G.
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Produktregel: Kreuzprodukt

Satz 9.18

Sind f,g : R" O G — IR® differenzierbar, so ist auch
f x g: G — R differenzierbar mit
o(f xg) Of g

= fx =,
o axj><g+ anj)

d. h.

I(f X g) of og

G () = 5 (X 80+ () x 52 ()

fiir alle x € G.
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Kettenregel

Satz 9.19

Sind g : R" - R™, x — g(x) und f : R™ — RP,
y + f(y) differenzierbar, so ist auch
fog:R"— RP differenzierbar mit

fog)(x)="f(g(x)) g'(x) € RP*",
(fog)(x) (g( ) gR( ) /
cRpxm cRmxn

dh mitf=_(f,....,f,) und g =(g1,....8p):

3(1‘ °© g)k 8fk Ogi
Z a)// 6XJ )
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Ebene Polarkoordinaten
A




Zusammenfassung Polarkoordinaten

= 0COS @
osin @
/ 2 _|_y2

bstand zum Ursprung

v
R < X
I

J>

v

0:

¢:

E

v

inkel mit positiver x-Achse
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Ableitungen Polarkoordinaten
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Zylinderkoordinaten
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Zusammenfassung Zylinderkoordinaten

» X = 0COSQ
>y =osing

> Z =7z

> Q:\/ﬁy2

v

(0, ¢): Polarkoordinaten von (x, y)
z: Hohe liber x-y-Ebene

v
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Ableitungen Zylinderkoordinaten
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Kugelkoordinaten
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Zusammenfassung Kugelkoordinaten

» X =r-sinf - cos ¢

v

y =r-sinf-sing

» z=1r-cosf

> r=/x2+y?+ 22

r: Abstand zum Ursprung

v

v

0: Winkel mit positiver z-Achse

v

¢: Winkel der Projektion in x-y-Ebene mit
positiver x-Achse
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Ableitungen Kugelkoordinaten
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= —rsinfsin¢
= rsin 6 cos ¢

=0
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Schrankensatz

Satz 9.20

Sei f :R" O G — R differenzierbar mit
of
i < M.
an (X) — J

fiir alle x € G und j = 1,... n. Fiir alle x,y € G
gilt dann (falls die Verbindungsstrecke zwischen x
und y in G liegt):

() = F01 < DMLy =



Zweite Ableitung
Definition 9.21

Ist f : R" O G — IR differenzierbar mit wiederum
differenzierbaren partiellen Ableitungen
9L G — R, so heiBt f zweimal (partiell)

()X

differenzierbar. Die partiellen Ableitungen

aX,'an - OX,'

heiBen die zweiten partiellen Ableitungen von f.

. . 2 92
Schreibweise: 25 — 9°F

()xj 0x;0x;
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Erganzung zu Definition 9.21

Die Matrix

*f O*f
f)le)Xl (X) T (()Xl(()Xn (X)
f‘//(X) — . E RFIXH

(‘)2f. 9%f
0x,0x1 (X) U Oxp0xp (X)

heiBt die Hesse-Matrix von f (im Punkt x € G).
Sind die Funktionen -2 : G — R alle stetig, so ist

()X,' ()XJ'

f zweimal stetig differenzierbar.
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Satz von Schwarz

Satz 9.22
Ist f :R" D G — R zweimal stetig differenzierbar,

so ist
0*f B O*f
Ox;0x; N Ox;0x;

fir alle i,j € {1,...,n},

Y

die Hesse-Matrix f"(x) € R"™" jst also
symmetrisch, d. h. f"(x) = (f"(x))".

3
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Taylor-Formel

Satz 9.23

Sei f : R" O G — R zweimal stetig differenzierbar.
Falls die Verbindungsstrecke zwischen x und x + Ax
ganz in G liegt, gilt:

= 0%
+ ! ii i (x) - Ax; - Ax; + Fehler(Ax)
—_ X . XI- . X- X
2 = Ox;0x; /
mit lim Fer e — g

s, TBAP?



Hesse-Form

Definition 9.24

Ist ¥ : R"” O G — R zweimal differenzierbar, so
heiBt die quadratische Abbildung

hess, f : R" — R”

u — hess, f(u) =1 u"f"(x)u

(u € R" als Spaltenvektor aufgefasst) die
Hesse-Form von f im Punkt w.
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| okale Extrema

Definition 9.25

Eine Funktion f : R” O G — R nimmt in x* € G
ein (striktes) lokales Minimum bzw. Maximum
an, wenn es ¢ > 0 gibt mit

f(x) > (>)f(x*) bzw. f(x) < (<)f(x¥)

fiir alle x € G mit |x — x*| < e.



Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema

Satz 9.26

Nimmt eine differenzierbare Funktion

f:R" DO G — R (auf einer offenen Menge G C R")
in x* € G ein lokales Extremum an, so gilt

grad,. f = Q.
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Hinreichendes Kriterium

Satz 9.27

Sei f : R" O G — R zweimal stetig differenzierbar

und x* € G mit grad,. f = O,,.

(i) Ist hessy« f(u) > O fiir alle u € R" \ {O,}
(positiv definit), so nimmt f in x* ein striktes
lokales Minimum an.

(i) Ist hess, f(u) < O fiir alle u € R" \ {O,}
(negativ definit), so nimmt f in x* ein
striktes lokales Maximum an.

(iii) Gibt es u, v’ € R" mit hessy f(u) > 0 und
hess,. f(u") < 0 (indefinit), so nimmt f in x*
kein lokales Extremum an.



Ergdnzung zu Satz 9.27

(iv) Ist hess,. f(u) > O fiir alle v € R" (positiv
semidefinit) oder hess,. f(u) < 0 fiir alle
u € R" (negativ semidefinit), so gibt das
Kriterium keine Auskunft.
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Hinreichendes Kriterium fiir n = 2

Satz 9.28

Sei f : R? O G — R zweimal stetig differenzierbar
und x* € G mit
of of

@_)Q(X)IO und a—xz(x):O.

D)1= 52 () 55 0) — (g (*))2

(3X1 (9X2 *

(die Determinante der Hesse-Matrix f'(x*) € R?*?).



Fortsetzung von Satz 9.28

Dann gelten:
(i) Falls D(x*) > 0 ist:

92 . - .
» 9L~ 0 = striktes lokales Minimum in x*

i)xlz
> % < 0 = striktes lokales Maximum in x*
1
(i) Falls D(x*) < 0 ist, hat f in x* kein lokales
Extremum.

(iii) Falls D(x*) = 0 ist, gibt das Kriterium keine
Auskunft.
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