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1 Grundlagen
Ziel und Aufgabe des Mathematikunterrichts ist es, den Sch�ulern eine Grundbildung zuvermitteln. Die Sch�uler sollen allgemeine Kompetenzen erwerben, die die mathematischeGrundbildung charakterisieren. Mathematische Grundbildung im Sinne der OECD bedeu-tet die F�ahigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen, die Mathematik in der Welt spiel,fundiert mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit Mathematik zubefassen, die den Anforderungen des gegenw�artigen und k�unftigen Lebens dieser Personals konstruktivem, engagierten und re
ektierenden B�urger entspricht.
Der Modellbildung ordnet Lamon (1997) die Funktion eines Verbindungsgliedes des mathe-matischen Inhalts, realer Kontexte, mathematischer Kultur und mathematischen Denkenszu. Im Sinne dieses Bindegliedes zwischen (schul-)mathematischen Inhalten, Realit�at, ma-thematischer Kultur und mathematischen Denkens ordnet sich Modellbildung in den Rah-men eines allgemeinbildenden Unterrichts ein. Allgemeinbildender Unterricht und somitauch "Unterricht in Modellbildung\ verfolgt nach Heymann (1996) als Ziel eine Quali�ka-tion zu entwickeln, die es den Sch�ulern erm�oglicht:

� sich auf ihr derzeitiges und zuk�unftiges Leben vorzubereiten,
� den Charakter der Mathematik als universelles Instrument der Gesellschaft und Kul-tur zu erkennen,
� sich begr�undet und kritisch mit der Umwelt auseinanderzusetzen und eine Positio-nierung zu �nden,
� mathematisch zu denken (Vernetzung verschiedener Bereiche, Verfahren und Ideen)
� sich der Eigenverantwortung und der Verantwortung Anderen gegen�uber bewusstzu sein, entsprechend zu handeln und sich zu einer kooperations- und verst�andi-gungsf�ahigen Pers�onlichkeit zu entwickeln.

1.1 Der Modellbildungkreislauf
In der didaktisch-methodischen Literatur werden zahlreiche Variationen des Modellbil-dungskreislaufs vorgeschlagen, die stets das zu untersuchende Realproblem, das mathe-matische Modell und die Resultate als Bestandteile enthalten. Auf der Basis des Modell-bildungskreislaufs nach Blum wurde dieser Kreislauf entwickelt. Zur Erm�oglichung einer
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st�arkeren Di�erenzierbarkeit wurden im Vergleich zum Kreislauf nach Blum zus�atzlichePhasen erg�anzt. Das Aufstellen eines Realmodells und die Betrachtung der mathemati-schen Berechnungen sollen innerhalb des Kreislaufs gesondert ber�ucksichtigt werden. Wiein der Abbildung dargestellt, wird au�erdem zwischen der L�osungsevaluation aus mathe-matischer und realer Sichtweise unterschieden.

1. Phase: Problemsituation verstehen
Am Beginn des Modellbildungskreislaufs steht unabh�angig von der konkreten Aufgaben-stellung das zu l�osende Realproblem. Die Beschreibung der realen Situation muss von denSch�ulern zun�achst verstanden werden, um eine Verarbeitung der gegebenen Informatio-nen vorzubereiten. Dazu sollte diese erste Phase eine Durchdringung der Problemsituationerm�oglichen, indem der Sachverhalt beschrieben und erkl�art wird. Es muss dabei erkanntwerden, welche Gr�o�en gegeben und gesucht sind, um eine Zielorientierung festzusetzen.Diese Orientierung wird dann �uber den gesamten Modellbildungskreislauf hinweg beibe-
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halten und sollte an geeigneten Stellen des L�osungsprozesses aufgegri�en werden. Ein er-folgreiches Bearbeiten des Kreislaufes ist nur dann m�oglich, wenn sich die Sch�uler �uber dasZiel ihrer Bestrebungen permanent bewusst sind. In diesem Zusammenhang k�onnen dieSch�uler eigene Fragestellungen bez�uglich des Problems einbringen und bereits abw�agen,welche Gegebenheiten vernachl�assigt werden k�onnten. Dabei werden wichtige von unwich-tigen Informationen getrennt und die Fragestellung pr�azisiert.
2. Phase: Realmodell
Der Prozess der Abstraktion ist die entscheidende Voraussetzung zum Absolvieren derzweiten Phase des Modellbildungskreislaufs. Hierbei soll ein Realmodell aufgestellt wer-den, welches die Problemsituation m�oglichst genau beschreibt und lediglich irrelevanteSachverhalte vernachl�assigt. Sobald ein Modell einen zur Berechnung des Ergebnisses rele-vanten Sachverhalt nicht ber�ucksichtigt, muss es verworfen werden. Hier ist zu erkennen,welche Bedeutung die mathematische Kompetenz des Abstrahierens einnimmt, da dieseF�ahigkeit die Grundvoraussetzung zur Konstruktion eines Modells darstellt. In Abh�angig-keit von Klassen- und Niveaustufe kann die Intensit�at der Abstraktion variiert werden.Der Schwierigkeitsgrad der Modellbildungsaufgaben erh�oht sich bei einem verringertenAbstraktionsgrad, da eine gr�o�ere Anzahl von Ein
�ussen ber�ucksichtigt werden muss.
3. Phase: Mathematisches Modell
Um den Sachverhalt nun mittels eines mathematischen Modells beschreiben zu k�onnen,muss ein tre�ender Ansatz gefunden werden. Das zuvor entstandene Realmodell wird inder dritten Phase des Modellbildungskreislaufs mit Hilfe der Einf�uhrung von Variablen inein mathematisches Modell �ubertragen. Dieser Schritt erweist sich f�ur Sch�uler h�au�g alsder schwierigste, da hier Formeln oder Gleichungen aufgestellt werden m�ussen.
4. Phase: Mathematische Berechnungen
Im weiteren Verlauf des L�osungsprozesses sind mathematische Kenntnisse notwendig, diein der vierten Phase in Form von Berechnungen zur Anwendung kommen. Dabei m�ussendie Sch�uler die erlernten Verfahren einsetzen und �uber formale Rechenf�ahigkeiten verf�ugen,deren Vermittlung im Mathematikunterricht nach wie vor unverzichtbar ist. Der Unterrichtdarf sich jedoch nicht auf diese "Werkzeuge\ beschr�anken, ohne sie tats�achlich zu nutzen.Die Folge w�are, dass die Sch�uler mit den Rechenverfahren umgehen k�onnten, aber ihrenSinn nicht verst�anden. Die schwierige, aber entscheidende Frage im Modellbildungsprozessist also die nach einer mathematischen Beschreibung des Problems, welche dann mit denbekannten Verfahren bearbeitet werden kann. W�ahrend des L�osungsprozesses k�onnen be-reits R�uckschl�usse auf das zu l�osende reale Problem getro�en werden. Die Bedeutung der
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Zwischenergebnisse zu erkennen, kann f�ur den weiteren L�osungsverlauf von gro�er Relevanzsein und sich besonders dann als vorteilhaft erweisen, wenn diese Interpretation zu einerNeuerkenntnis der Problemstellung f�uhrt.
5. Phase: Mathematische L�osungsevaluation
Schlie�lich wird das erhaltene Ergebnis in der f�unften Phase zun�achst in mathematischerHinsicht interpretiert und validiert. Dabei soll zu Beginn �uberpr�uft werden, ob das Ergeb-nis in seiner Gr�o�enordnung mit den Erwartungen �ubereinstimmt. Vermittels einer Probekann die Richtigkeit der durchgef�uhrten Berechnungen best�atigt werden, falls die daf�urnotwendigen Rechenverfahren zur Verf�ugung stehen. Ferner kann die mathematische Sinn-haftigkeit untersucht werden, indem in Abh�angigkeit der Aufgabenstellung die Bedeutungvon Vorzeichen gekl�art oder das Ergebnis mit Hilfe einer graphischen Darstellung mit demuntersuchten Sachverhalt in Bezug gesetzt wird.
6. Phase: Reale L�osungsevaluation
Auf Schlussfolgerungen f�ur die reale Welt soll in der letzten Phase des Modellbildungs-kreislaufs eingegangen werden. Hier gen�ugt kein formaler Antwortsatz, da die Bedeutungdes Ergebnisses f�ur das reale Problem herausgearbeitet werden muss. Dabei sollte eben-so er�ortert werden, wie sich eine Ber�ucksichtigung der vernachl�assigten Gr�o�en auf dasErgebnis auswirken w�urde. Dadurch erkennen die Sch�uler den Zusammenhang zwischenden durchgef�uhrten Abstraktionen und der Genauigkeit des Ergebnisses. Es bleibt also zuuntersuchen, ob das genutzte Modell ein Ergebnis geliefert hat, das den Genauigkeitsanfor-derungen gen�ugt oder ob neues Modell aufgestellt und ein weiterer Modellbildungsprozessdurchlaufen werden muss.
1.2 Modellbildungswerkzeuge
Reale Probleme und Ph�anomene zeichnen sich h�au�g dadurch aus, eine Vielzahl von Ein-
ussgr�o�en zu besitzen. Ein Bungee-Sprung z.B. scheint in erster N�aherung nur von derMasse des Springers, der Elastizit�at des Seiles und der Absprungh�ohe abzuh�angen. Genauerbetrachtet kommen Ein
ussfaktoren wie K�orperhaltung, Bewegungen des Springers oderAbsprungverhalten hinzu. Der Versuch einer m�oglichst genauen Abbildung der Realit�atf�uhrt dann dazu, dass das gew�ahlte Modell schnell zu kompliziert wird. Die Verwendungvon Werkzeugen erm�oglicht die Betrachtung auch komplizierter Beschreibungen, da z.B.die Ordnung eines Gleichungssystems oder "krumme\ Koe�zienten praktisch keine Rollespielen. Auch die graphische Darstellung ben�otigt praktisch keine Zeit. Hinzu kommt derAspekt der relativen Fehlerfreiheit (zumindest was die technische Ausf�uhrung betri�t).
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Unterst�utzend wirken Werkzeuge auch im Sinne des Probierens und Simulierens von Ein-
ussfaktoren. Kritisch muss bemerkt werden, dass es dabei h�au�g dazu kommt, dass eine
"sinnlose\ Genauigkeit erreicht werden m�ochte oder "blind\ ohne Systematik probiert wird.Dabei werden notwendige Intervalle oder Grenzen missachtet. Grobe Absch�atzungen unddie st�andige bewusste Kontrolle der Arbeitsschritte und Ergebnisse sind erforderlich.
Haupts�achlich erfolgt der Einsatz von Werkzeugen in der Phase der L�osung/Untersuchungdes Modells. Aber auch schon bei der Formulierung des Modells und bei der Interpretationbzw. Validierung k�onnen Werkzeuge zum Einsatz kommen.
1.3 Realit�ats- und Alltagsbezug von Problemen
Was sind gute Modellbildungaufgaben? Charakteristisch f�ur eine gute Aufgabe sind o�eneProbleme, die im Schritt des Mathematisierens mehr ais ein Modell denkbar erscheinenlassen. Probleme, die in der Formulierung bereits das zu verwendende Modell implizie-ren bzw. den Prozess des Mathematisierens vorwegnehmen, berauben die Aufgabe einerwichtigen Gr�o�e. Gerade die Erkenntnis, dass es nicht genau ein richtiges Modell gebenmuss, ist f�ur Sch�uler von besonderem Wert. Die verbreitete Sichtweise von Mathematik ineinem Schwarz/Wei�{Bild mit nur richtigen oder falschen Ergebnissen entspricht nicht derRealit�at von Anwendung der Mathematik im Sinne von Modellbildung.
Vielmehr die Einsicht, dass ein aufgestelltes Modell f�ur den Benutzer sinnvoll und n�utzlichist, wobei ein anderes Modell f�ur einen anderen Benutzer derselben Problematik ebenson�utzlich und sinnvoll sein kann, ist ein wichtiges Element mathematischer Kompetenz. Esgibt kein richtiges oder falsches Modell, es gibt nur n�utzlich oder weniger n�utzlich. Ins-besondere kommt dieser Aspekt bei so genannten o�enen Aufgabenstellungen zu tragen.Didaktisch wertvoll erscheinen Aufgaben, die auch ein kein "nachpr�ufbares\ im Sinne einesdirekten, messbaren Realit�atsvergleichs erm�oglichen. Ist den Sch�ulern von vornherein, dasses keine richtige L�osung im Sinne von "exakt mit der Realit�at �ubereinstimmend\ gibt,werden sie die G�ute des Modells anhand anderer Kriterien bestimmen m�ussen. Eine Ent-wicklung eines angemessenen Kriterienkatalogs zur Evaluation des Modellbildungsprozessesgeh�ort zu den erw�unschten F�ahigkeiten im Modellieren.
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2 Modellbildungskompetenzen und Probleml�osen
2.1 "Der Weg ist das Ziel\- Modellieren als Denkschulung
Der Erwerb mathematischer Grundbildung wird zunehmend charakterisiert durch die Ent-wicklung von Modellierungsf�ahigkeiten und somit in der Modellbildungskompetenz beiSch�ulern im Prozess des Erfassens von Sachsituationen und der L�osung von Anwendungs-problemen (vgl. Baumert/Knoche 2001) Modellbildungskompetenzen sind dabei diejeni-gen F�ahigkeiten, Fertigkeiten und Einstellungen, die f�ur den Modellierungsgsprozess vonBedeutung sind. (Maa� 2004) Modellbildungskompetenzen beinhalten das Strukturieren,Mathematisieren und Interpretieren von Problemen und deren L�osung sowie die F�ahigkeit,mit mathematischen Modellen zu arbeiten, das Modell zu validieren (vgl. Marxer 2005),das Modell und seine Ergebnisse kritisch zu analysieren und zu beurteilen, �uber das Modellzu kommunizieren und den Prozess der Modellbildung zu beobachten und selbst regulie-rend zu steuern. Mathematische Modellbildung ("Modellierungst�atigkeiten\) dominiert diePhasen eines Probleml�oseprozesses. Ausgehend von einem Sachverhalt (Problem) und des-sen Analyse wird ein mathematisches Modell aufgestellt. Das aufgestellte mathematischeModell und dessen L�osung werde interpretiert und mit dem Ziel untersucht, das Problemzu l�osen. Zu diesem Probleml�oseprozess geh�ort auch die Validierung des Modells.

Abb.: Modellbildungsprozess nach Blum u. Lei�
Als Modellbildungskompetenz wird eine Gruppe von Kompetenzen (in gradueller Aus-pr�agung) beschrieben, die sich dem Konzept der mathematischen Kompetenz unterordnet.F�ahigkeiten und Fertigkeiten in der Modellbildung k�onnen in einem Niveaustufenmodellstrukturiert werden, das durch die folgenden Stufen charakterisiert werden kann (Keune2004).
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Niveaustufe 1: Erkennen und Verstehen des ModellbildungskreislaufesNiveaustufe 2: Selbstst�andige ModellbildungNiveaustufe 3: Re
exion �uber Modellbildung
Die einzelnen Niveaustufen k�onnen durch Modellierungsf�ahigkeiten beschrieben werden,deren Auspr�agung entscheidend die Modellbildungskompetenz des "Probleml�osers\ be-stimmt.
Niveaustufe 1: Erkennen und Verstehen des Modellbildungskreislaufes

� F�ahigkeit den Modellbildungsprozess zu beschreiben
� F�ahigkeit einzelne Phasen zu charakterisieren
� die F�ahigkeit einzelne Phasen zu unterscheiden bzw. w�ahrend eines Modellbildungs-prozesses zu lokalisieren

Niveaustufe 2: Selbstst�andige Modellbildung
� F�ahigkeit verschiedene L�osungsans�atze zu entwickeln
� die F�ahigkeit zur Einnahme verschiedener Modellbildungsperspektiven
� F�ahigkeit zur selbstst�andigen Modellbildung (Informationen aus einem Sachverhaltund Daten auswerten, Variabilisierung, Aufstellen eines Modells, Modelll�osung, Be-wertung der Modelll�osung)

Niveaustufe 3: Re
exion �uber Modellbildung
� F�ahigkeit zur kritischen Analyse des Modellbildungsprozesses
� F�ahigkeit �uber den Anlass von Modellbildung zu re
ektieren
� F�ahigkeit Kriterien der Modellbildungsevaluation zu charakterisieren
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2.2 Probleml�osen als "Step by Step\ - Modellbildung
Modellieren umfasst einen Komplex eng miteinander ver
ochtener Modellierungsf�ahigkei-ten, deren bewusste Anwendung zur L�osung von Problemen �uber einen l�angeren Zeitraumentwickelt werden m�ussen. In einem Unterrichtsversuch (Klasse 8, Gymnasium) haben wirin den Themenbereichen "Lineare Funktionen\ und "Prismen und Kreis\ (Rahmenrichtli-nien Gymnasien Mathematik 2005) in insgesamt 40 Stunden versucht, Modellierungsf�ahig-keiten beim L�osen von Problemen aus Sachsituationen auf verschiedenen Niveaustufenherauszubilden. Dabei haben wir Modellierungsaufgaben "konstruiert\, deren Komplexit�atund Anforderungsniveau F�ahigkeiten in den Niveaustufen 1 bis 3 entsprechen.
(1) Analyse der Ausgangssituation zum Probleml�osen zu Beginn "Lineare Funktionen\Es wurden u.a. folgende Aufgaben eingesetzt, bei denen die Sch�uler ihre Meinung auf-schreiben sollten. Die Aufgabe HERZSCHLAG wurde konstruiert, um prim�ar F�ahigkeitender Niveaustufe 1 zu rekonstruieren d.h., die Sch�uler erkennen und beschreiben Phasen derModellbildung.

In der Aufgabe HERZSCHLAG sind m�ogliche zu ber�ucksichtigende Faktoren zur Berech-nung der maximalen. Herzfrequenz benannt und es wird die M�oglichkeit weiterer Ein
�usseo�en gelassen. Die gegeben Werte sind ohne Einheiten dargestellt und implizieren dieGr�o�en Frequenz in Schl�agen je Minute und Lebensalter in Jahren. Keiner der untersuch-
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ten Sch�uler hat die Vernachl�assigung der Einheiten und insbesondere weiterer Faktorenerw�ahnt. Fast alle Sch�uler haben die Ermittlung der Formel, entweder als Summierung desAlters und der maximalen Herzfrequenz oder als Subtraktion von einer angenommenenmaximalen Herzfrequenz von 220 und des Lebensalters beschrieben, etwa die H�alfte derSch�uler hat die Variablenzuordnung erw�ahnt. Es sind Gr�o�enteils zwei Typen von Antwor-ten erkennbar. Ein Teil der Sch�uler stellt einen Bezug der Formel zur Realit�at her, indemz.B. die eigene max. Herzfrequenz berechnet und diese z.B. bei sportlicher Bet�atigung ge-messen wird. Der andere Teil der Sch�uler begr�undet die Formel innermathematisch, z.B.durch Einsetzen aller Werte in die Formel. Wenige Sch�uler haben eine �Uberpr�ufung derFormel an der Realit�at als Anlass beschrieben, diese zu verbessern. "sie k�onnten gemerkthaben, dass das nicht ganz funktioniert (mit der 1. Formel) z.B. hat dann ein 5-j�ahrigereine Herzfrequenz von 215, das ist unlogisch\ (Konrad) oder "208 k�onnte die genauere An-gabe des Durchschnitts der maximalen Herzfrequenz sein\ (Robina). Einige Sch�uler habenrechnerisch motivierte Begr�undungen angef�uhrt, die Formel zu ver�andern, um die "Fehler\zu den Tabellenwerten rechnerisch zu beheben. Die letzte Teilaufgabe hat ein Gro�teil derSch�uler nicht bearbeitet. Einige Sch�uler haben erw�ahnt, dass weitere Faktoren ber�ucksich-tigt werden m�ussen oder sahen eine rechnerisch motivierte �Anderungsm�oglichkeit, habenaber keine weiteren �Uberlegungen dazu angef�uhrt. Beispielhaft f�ur eine stark innermathe-matisch angelegte Aufgabenbearbeitung ohne gro�en Bezug zu Realit�at ist die L�osung vonMichael.
a) sie haben vielleicht f + a gerechnet, meistens 220b) haben mit anderen Formeln mit �ahnlichem Prinzip probiertc) durch Umstellen der Gleichungend) die Gleichungen umstellen
Ein h�oheres F�ahigkeitsniveau bei der Bearbeitung der Aufgabe HERZSCHLAG l�asst dieL�osung von Franziska vermuten. Diese Sch�ulerin hat ebenfalls die nahe liegende rechne-risch motivierte Aufstellung der ersten Formel beschrieben, geht aber in den weiteren Tei-laufgaben weg vom mathematischen Modell, indem sie m�ogliche �arztliche Untersuchungenvermutet bzw. die Ber�ucksichtigung der Fitness im Realmodell vorschl�agt und somit dasmathematische Modell in Bezug zur Realit�at setzt.
a) die Sch�uler k�onnten auf die Formel gekommen sein, indem sie die Daten der maximalenHerzfrequenz + das Lebensalter rechnen (180 + 40 = 220) und das ergibt in allen F�allenden Wert 220b) sie k�onnten Daten aus �arztlichen Untersuchungen genutzt habenc) durch genauere Werte
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d) man k�onnte die Fitness der Personen in die Formel mit einbeziehen
Anhand einer weiteren Aufgabe HOCHAUSBAU wird eine m�ogliche Herangehensweisean die Auswertung und Bewertung solcher kompetenzorientierter Aufgaben vorgestellt.M�oglich erscheint die Auswertung im Sinne eines Partial-Kredit-Scoring Systems werdenje Teilaufgabe die Sch�ulerl�osung anhand eines Erwartungshorizontes eingesch�atzt und dieuntersuchte F�ahigkeitsauspr�agung auf einer Skala einordnet.

(2) Lineare Funktionen als "Modellbildungswerkzeuge\
Die im Folgenden dargestellt Aufgabe STROMTARIFE wurde mit dem Ziel konzipiertF�ahigkeiten der Sch�uler zu rekonstruieren, welche sich in die Niveaustufen 1 und auch 3einordnen lassen. Prim�ar sind F�ahigkeiten des Erkennens und Beschreibens von Modellbil-dungst�atigkeiten gefordert (Niveaustufe I), wenn die Sch�uler bei der Aufgabenbearbeitungeinzelne Schritte und m�ogliche Annahmen, Vereinfachungen, Schlussfolgerungen, etc. inder "�ktiven Sch�ulerl�osung\ erkennen sollen.

Die Sch�uler erhielten auf dem Arbeitsblatt folgende "�ktive\ Sch�ulerl�osung (auf der lin-ken Seite des Arbeitsblattes). Im Folgenden ist eine Sch�ulerl�osung (auf der rechten Seitedargestellt) der Aufgabe STROMTARIFE wiedergegeben.
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Der Gro�teil der Sch�uler bearbeitete die Aufgabe �ahnlich der obigen L�osung der Sch�ulerinLinda. Die Sch�uler beschreiben die Variablenzuordnung, das Aufstellen der Gleichungensowie die gra�sche Darstellung der Funktionen sowie das Ablesen des Schnittpunktes alsL�osung der Aufgabe. Auf die Antwort des "�ktiven\ Sch�ulers bez�uglich Service, Kun-denfreundlichkeit und Stromausf�alle geht keiner der Sch�uler ein, d.h., eine Re
exion derModellbildung ist nicht erkennbar. Die Aufgabe RASENM�AHEN wurde mit dem Ziel kon-zipiert F�ahigkeiten der Sch�uler zu rekonstruieren, welche sich prim�ar in der Niveaustufe 2verorten lassen. Die Bearbeitung der Aufgabe erfordert F�ahigkeiten aus allen Phasen desModellbildungsprozesses.
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Im Folgenden sind zwei Sch�ulerl�osungen der Teilaufgaben d) und e) wiedergegeben.
d) Annahmen:1. Rasenm�aher f�ahrt immer gleich schnell,2. gibt keine Hindernisse auf dem WegVereinfachungen: Rasenm�aher muss nicht um Kurven fahren (Geschwindigkeit w�urde nichtkonstant sein)
e) 1. Dass der Rasenm�aher nicht immer gerade geht u. somit manchmal kleine Streifenhinterlasst.2. K�onnte Hindernisse im Weg geben.3. Der Rasenm�ahende macht keine Pause.(Sebastian, Klasse 8)
d) Ich muss annehmen, dass der Rasenm�aher in den Kurven genauso viel Zeit braucht undFl�ache m�aht wie auf den Geraden Fl�achen, au�erdem muss der jenige der m�aht immer dasgleiche Schritttempo haben.
e) In der Funktionsgleichung l�asst sich nur schwer darstellen, dass das Schritttempo auchmal langsamer oder schneller wird. Au�erdem kann es ja sein, dass der Strom ausf�allt undich nicht mehr weitermachen kann.(Christiane, Klasse 8)
(3) Berechnungen am Kreis (Fl�ache, Umfang, Kreisteile)
Als Test-und Klausuraufgaben, die den Charakter von Modellierungsaufgaben haben, wur-den u.a. die Aufgabe FL�ACHEN und ENTFERNUNGSMESSUNG gestellt. Die AufgabeFL�ACHEN fokussiert auf F�ahigkeiten der Mathematisierung und beleuchtet nur einen Teildes Modellbildungsprozesses auf der Niveaustufe II.

Innerhalb der Aufgabenbearbeitung der Problemstellung ENTFERNUNGSMESSUNG wer-den Verfahrenskenntnisse der Modellvalidierung sowie F�ahigkeiten, welche sich prim�ar auf
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Niveaustufe 3 einordnen lassen, angesprochen.

Im Ergebnis des Unterrichts konnten bez�uglich der Modellbildungskompetenz folgendeQualit�atserh�ohung des Wissens und K�onnens (betre�s der Modellierungsf�ahigkeiten) er-reicht werden. Die Sch�ulerinnen und Sch�uler erkennen deutlich den Unterschied zwischeninnermathematische Aufgaben und Aufgaben mit Realit�atsbezug und k�onnen di�erenzie-ren zwischen Begri�en wie Modell, Realit�at, Modelll�osung und Probleml�osung. Die Sch�ulerwissen, dass die mathematische L�osung im Sinne einer Modellvalidierung innerhalb derRealit�at gepr�uft werden muss. Die Sch�uler k�onnen eigene Handlungen im Modellbildungs-prozess verorten und besitzen ein h�oheres Ma� an kritischer Distanz zum ProblemkreisMathematik und Anwendung von Mathematik im t�aglichen Leben. Die Sch�uler haben amEnde der Unterrichtsreihe viel h�au�ger sich selber und die Aussagen und Annahmen ihrerMitsch�uler hinterfragt, nach Alternativen oder Grenzen von Annahmen und Abstraktiongesucht.
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2.3 Probleml�osungen gemeinsam in "Teamwork\ �nden
Aufgabe: Landung eines Raumkapsel in den USA
Vorhersagen �uber den genauen Ort der Landung einer unbemannten Raumkapsel sindh�au�g schwierig zu tre�en. F�ur eine solche Landung sei nun garantiert, dass sie innerhalbeines kreisf�ormigen Gebietes statt�ndet, das an Birmingham, Atlanta und Nashville grenzt.Die gr�o�te "Wahrscheinlichkeit\ der Landung soll in der Mitte dieses Gebietes bestehen.Welche Faktoren k�onnen die Landephase beein
ussen? Wie gro� ist die Fl�ache des Lande-

gebietes? Wo be�ndet sich der Punkt, wo die Landung am g�unstigsten w�are? Hinweis: DieEntfernung Detroit - Miami betr�agt 1855 km (Luftlinie).
Die Musterl�osung hier strukturiert aufgeschrieben nach Blum/ Lei�
1. Problemsituation verstehen
Faktoren wie die Wetterlage k�onnen die Landephase beein
ussen. Die Sch�uler sollen erken-nen, dass zur Berechnung des Fl�acheninhalts des Landegebietes Radius oder Umfang desKreises bestimmt werden m�ussen.
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2. Problem strukturieren/pr�azisieren
Der Kreis kann als Umkreis des Dreiecks B (Birmingham), A (Atlanta), N (Nashville)konstruiert werden.
3. Problem mathematisieren
Die Konstruktion des Mittelpunkts des Umkreises liefert den Punkt mit der gr�o�ten Lan-dewahrscheinlichkeit. F�ur die Fl�achenberechnung muss der Ma�stab ber�ucksichtigt werden.Abb. 2 Kartenausschnitt des relevanten Gebietes mit Konstruktion der notwendigen geo-

metrischen Objekte
Die drei Orte Birmingham, Atlanta und Nashville werden zu einem Dreieck verbunden,dessen Mittelsenkrechten einander im Umkreismittelpunkt M schneiden.
4. Mathematische Werkzeuge ausw�ahlen, erschaffen und anwenden
Mittels der gegebenen Entfernung Detroit - Miami kann �uber eine Verh�altnisbildung diereale Gr�o�e des bestimmten Durchmessers berechnet werden. Somit erh�alt man einenDurchmesser von 360 km.
Berechnung des Fl�acheninhaltes: A = �4 � d2 = �4 � (360 km)2 = 101788 km2
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5. Ergebnis interpretieren
Die Sch�uler sollen die Bedeutung des Punktes mit der gr�o�ten "Landewahrscheinlichkeit\diskutieren (z.B. w�are dies der bevorzugte Ort f�ur die Presse, die �uber das Ereignis berich-ten m�ochte).
6. Ergebnis validieren
Die Resultate f�ur die unbemannte Raumfahrt (wie die Pr�azisierung der Landungen) solltenfestgehalten werden.
Diese Aufgabe wurde vier Sch�ulern zur selbstst�andigen L�osung in Gruppenarbeit gestellt.Die Sch�uler unterschieden sich im Leistungsverhalten und in der Auspr�agung von Erkennt-nisinteresse. Sie arbeiteten unter "Laborbedingungen\ ohne Kommunikationsm�oglichkeitenmit dem Lehrer. Die sprachlichen �Au�erungen der Sch�uler im Probleml�osungsprozess wur-den als Tonbandaufzeichnung erfasst und ausgewertet. Bei der Auswertung der sprachlichen�Au�erungen der Sch�uler wurden folgende Aspekte (Kategorien) ber�ucksichtigt:
Kategorie 1: Arbeitsbezogene Verhaltensweisen
Gehen die Sch�uler zielstrebig vor? Welche Sch�uler sorgen in welcher Weise f�ur eine Orien-tierung an den Zielen der Aufgabe?
Kategorie 2: Charakter der Gruppenarbeit
Beschr�ankt sich die Gruppe auf eine Zusammenf�uhrung der Einzelleistungen oder werdendie Potenziale von Teamarbeit ausgesch�opft?
Kategorie 3: Gruppenstruktur
Wurde ein Gruppenleiters festgelegt? Wie wurde der Gruppenleiter wirksam? Haben alleSch�uler zur L�osungs�ndung beigetragen?
Kategorie 4: Resultat der Gruppenarbeit
Wurde die Aufgabe korrekt gel�ost? Sind die G�ultigkeitsbereiche der L�osung diskutiertworden? Wurde die L�osung am Sachverhalt "gepr�uft\ und kritisch gewertet?
Ein weiterer Aspekt war die Analyse der sprachlichen �Au�erungen der einzelnen Sch�ulerA, B, C und D und eine m�ogliche Zuordnung zu den Niveaustufen der Herausbildung vonModellierungsf�ahigkeiten ( Modellbildungskompetenz).
Hier das Protokoll der sprachlichen �Au�erungen (im Wortlaut):
C1: Wo liegt Nashville?D1: Diese 3 Punkte sind dann : : :
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B1: Wo?D2: Wo ist Atlanta?C2: Nashville ist da so schr�ag r�uber.B2: Ach da!A1: Ist das nicht England eigentlich?C3: Dachte ich auch.D3: M�ussen wir da jetzt den Mittelpunkt heraus�nden, oder?Wir k�onnen ja erstmal eine Skizze machen.C4: Detroit-Miami. Wo sind Detroit und Miami? Und dann?D4: Wo ist jetzt Miami?C5: An der Spitze da.D5: Detroit ist da oben.C6: Wozu braucht man diese Entfernung?D6: Ist das eine Tangente oder so etwas?C7: Wozu brauchen wir die Entfernung, um den Kreis zu zeichnen?D7: Guck mal, wenn man die Punkte verbindet!C8: Wir konstruieren jetzt in die Karte rein.A2: Sollen wir jetzt den Au�enkreis konstruieren?D8: Ich habe einen Zirkel.C9: Wir m�ussen mal gucken, ob das da oben eine Tangente ist.A3: Nein. Das ist keine Tangente, sondern eine Passante.D9: Wir k�onnen es ja mal ausprobieren, oder?C10: Kann ich mal dein Lineal haben? Das ist aber keine Tangente?D10: Wir k�onnen die Tangente durch Parallelverschiebung an den Kreis bringen.A4: Dann haben wir ein Dreieck.D11: Hat mal einer ein langes Lineal?A5: Wir haben nur 35 Minuten.D12: Das bringt sowieso nichts mit der Parallelverschiebung.A6: Ich hab den Ansatz gesagt.B3: Welche Beein
ussungen gibt es? Da sind sicher nachher irgendwelcheLuftbewegungen.D13: Wer hat denn gesagt, wir sollen den Inhalt dieses Dreiecks da berechnen?B4: Die Landestelle ist der Kreis um das Dreieck herum.D14: Wir k�onnen ja erst mal aufschreiben, welche Faktoren die Landung beein
ussen.Luftturbulenzen, Eintrittswinkel in die Atmosph�are. Wenn du zu steil eintri�st,
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vergl�uhst du sofort, dann gibt's auch keine Landung mehr.D15: Wenn der den Fallschirm aufmacht, der Punkt mit der h�ochstenLandewahrscheinlichkeit : : :C11: : : : ist der Mittelpunkt von diesem Kreis. Das ist ja der Mittelpunkt zwischendiesen 3 Punkten.A7: Da ist genau Ohio.D16: Ich hab das hier einfach eingezeichnet.C12: Das ist nat�urlich auch eine M�oglichkeit.D17: Wollen wir das mal machen mit der Parallelverschiebung.B5: Was willst du mit Parallelverschiebung erreichen. Von Atlanta nach Nashville indie Zirkelspanne nehmen und vergleichen.D17: Mal messen, wie oft Atlanta { Nashville in die Strecke hineinpasst.B6: Was war das jetzt, 1800?D18: Wir sollen doch diese Lande
�ache berechnen. Wir m�ussen aufschreiben, dassBirmingham { Atlanta 8-mal in Detroit { Miami passt.D19: Mann, das passt nicht rein. Die Reststrecke von Nashville { Atlanta, wenn mandas einteilt, ist genau Birmingham { Atlanta. Aber was bringt uns das?B7: Wir m�ussen den Radius bestimmen.A8: Muss man alles konstruieren oder kann man auch messen?C13: Jetzt kann man die 3. Seite berechnen.A9: Das geht doch gar nicht.D20: Man muss es erst abziehen und dann durch 5 teilen.B8: Ah, jetzt versteht ich das. 324 kommt raus. Punkt- vor Strichrechnung.D21: Was haben wir jetzt gemacht.C14: Wir haben die Strecke Atlanta { Nashville berechnet.Wie viel Zeit haben wir noch?A10: Guck mal, ob danach die Strecke reinpasst.Und die H�alfte von der anderen Strecke?D22: Die m�ussen wir erst noch konstruieren.B9: Das ist genau 10-mal der Radius.D23: Es passt, es passt, oder doch nicht. Und jetzt Birmingham { Nashville?1,2,3,4,5,6-mal der Radius und dann die H�alfte Birmingham { Atlanta.A11: Das bringt uns �uberhaupt nichts.D24: Was sollen wir denn machen?A12: Na den Radius vom Kreis bestimmen. Ich muss erstmal testen, ob das funktioniert.
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D25: Landewahrscheinlichkeitspunkt, oder wie?B10: Der Radius ist gleich 168 km. Dann k�onnen wir jetzt den Fl�acheninhaltausrechnen.D26: 89000km2. Dann w�aren wir fertig, oder?B11: Wir sollten noch die Ober
�achenbescha�enheit der Lande
�ache ber�ucksichtigen.C15: Und den Eintrittswinkel in die Atmosph�are.
Die Analyse der sprachlichen �Au�erungen entsprechend der o.g. Kategorien 1 bis 4 st�utztfolgende Einsch�atzungen:
K1: Die Sch�uler haben stets nur versucht, die Anteile bestimmter Strecken der StreckeDetroit-Miami zu berechnen, anstatt einen f�ur die gesamte Karte g�ultigen Ma�stab zubestimmen.
K2:W�ahrend der Gruppenarbeit wurden stets die Ideen aller vier Teilnehmer in den Bear-beitungsprozess einbezogen. Auch bei unterschiedlichen Intensit�aten der Beteiligung (sieheK3 "Gruppenstruktur\) kann die Zusammenarbeit als konstruktiv eingesch�atzt werden. Esfanden keine Phasen von Einzelarbeit statt, au�erdem hat sich kein Sch�uler aus der Gruppeausgeschlossen.
K3: Die Sch�uler Anne (D) und Michael (A) dominieren die Gruppenarbeit (Anzahl dersprachlichen �Au�erungen) Somit bringen sie die L�osungs�ndung entscheidend voran, las-sen jedoch auch die Meinungen der anderen Sch�uler zu. Sie sammeln die verschiedenen�Au�erungen der Teilnehmer und sortieren die relevanten Ideen heraus. Au�erdem sorgensie f�ur ein zielstrebiges Bearbeiten der Aufgabe und verhindern damit ein Abschweifen vonder eigentlichen Thematik.
K4: Nach anf�anglichen Problemen mit der geeigneten Ber�ucksichtigung eines Ma�stabeskonnte der L�osungsprozess erfolgreich fortgesetzt werden. Ferner wurden die Ein
�usse ver-schiedener �au�erer Faktoren diskutiert und in die Rechnungen einbezogen. Es wurde auch�uber den "Sinn\ der Aufgabe unter dem Aspekt, dass Landungen von Raumkapseln in denUSA immer zu Wasser erfolgen, weil die USA dicht besiedelt sind und das Landegebietbev�olkerungsreich ist.
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Die sprachlichen �Au�erungen A1 -A13, B1-B9, C1-C16 und D1-D26 haben wir dann unterdem Aspekt der Niveaustufen 1 bis 3 zur Herausbildung von Modellierungsf�ahigkeitenanalysiert und eine entsprechende Zuordnung, wie
Sch�uler A:
Niveaustufe 1 (A1, A2, A5, A6, A7, A9)Niveaustufe 2 (A3, A4, A8, A10, A11, A12)Niveaustufe 3 ( A13)
Der Modellbildungskreislauf wird von Sch�uler A erkannt und es �ndet teilweise bereitsselbstst�andige Modellbildung statt. Der Sch�uler be�ndet sich somit auf der Niveaustufe 2,die F�ahigkeiten zur kritischen Analyse des Modellbildungs- proze�es m�ussen noch ausge-baut werden.
Sch�uler B:
Niveaustufe 1 (B1, B2, B6, B8, B9)Niveaustufe 2 (B4, B7, B10)Niveaustufe 3 (B3, B5, B11)
Die F�ahigkeit zur selbstst�andigen Modellbildung ist bei Sch�uler B ausgepr�agt und f�uhrtferner zu einer Re
exion der einzelnen durchgef�uhrten Modellierungsschritte. Der Sch�ulerbe�ndet sich auf der Niveaustufe 3, die jedoch noch erweitert werden sollte um die F�ahig-keiten der Thematisierung weitergehender mathematischer Zusammenh�ange.
Sch�uler C:
Niveaustufe 1 (C1, C2, C3, C4, C5, C6, C10, C14)Niveaustufe 2 (C7, C8, C9, C11, C12, C13, C15)Niveaustufe 3 (C16)
Vom Sch�uler C ist der Modellbildungsprozess verstanden und durchlaufen worden, au-�erdem werden selbstst�andig verschiedene L�osungsans�atze entwickelt. �Uber Niveaustufe 2hinausgehende F�ahigkeiten wie beispielsweise zur Durchf�uhrung einer Modellbildungseva-luation sind noch nicht ausreichend ausgepr�agt. Interessant ist, dass er die Realit�atsn�aheder Aufgabe in Frage stellt.
Sch�uler D:
Niveaustufe 1 (D1, D2, D4, D5, D6, D8, D9, D10, D11, D12)Niveaustufe 2 (D3, D7, D15, D16, D17, D20, D22, D24, D25, D26)Niveaustufe 3 (D13, D14, D18, D19, D21)
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�Uber die eigenst�andige Modellbildung hinaus verf�ugt Sch�uler D �uber die F�ahigkeiten, denModellbildungsverlauf in Frage zu stellen und �uber die Notwendigkeiten der einzelnenProzesse zu re
ektieren. Der Sch�uler be�ndet sich auf Niveaustufe 3, wobei eine Ausweitungder Betrachtungen auf andere Gebiete der Mathematik nicht statt�ndet. Keiner der Sch�ulerre
ektierte �uber die rechnerische Genauigkeit der L�osung, �uber Fehler beim Messen derStrecken zwischen den St�adten und m�ogliche "Fortp
anzung\ ungenauer Abmessungenbei der numerischen L�osung des Problems. Die nachfolgenden Abbildungen zeigen, dassdie Sch�uler gro�e Schwierigkeiten hatten ihre L�osungsideen strukturiert aufzuschreiben undsich dabei der mathematischen Sprache (Zeichen, Variable, Gr�o�en) zu bedienen und f�ureine �ubersichtliche und in allem nachvollziehbare Probleml�osung zu nutzen. Dies werten wirals ein gro�es De�zit mathematischer Grundbildung. Das zeigen die folgenden Abbildungender von Michael "aufgeschriebenen Probleml�osung\. (Abb. 5 und Abb. 6)

Die hier geschilderten unterrichtlichen Erfahrungen zeigen, dass ein gezielter Unterrichtdie Kompetenz zur Modellbildung bei den Sch�ulerinnen und Sch�ulern herausbilden kann.Unabh�angig vom konkret gew�ahlten Ansatz (Betrachtung einzelner Phasen und Prozesseder Modellbildung vs. Betrachtung des Gesamtprozesses) und der curricularen Einbindung
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(integrierter oder isolierter Einsatz der Modellbildung) ist durch Verwendung geeigneterProbleme und Modellbildungsaufgaben ein Wissen, F�ahigkeiten und Einstellungen bei denSch�ulern erreichbar, welche diese zu kompetenten Nutzern der Mathematik im Sinne derAnwendung und Modellbildung bef�ahigen. Die vorliegenden unterrichtlichen Erfahrungenund Untersuchungen zeigen auch, dass Modellbildung schon in der unteren Sekundarstu-fe I integrierbar ist und Sch�ulerinnen und Sch�ulern dazu verhilft, ein modernes Bild derMathematik zu erfahren, das auf der sie umgebenden Erfahrungswelt aufbaut, pers�onlicheErlebnisse und Kenntnisse integriert und Mathematik als ein Mittel zu Realit�atserfahrung,-beschreibung und -erkenntnis erlebbar macht. Die durchgef�uhrte Analyse der Tonband-protokolle erm�oglicht eine Rekonstruktion der Herangehensweise von Sch�ulern an Modell-bildungsaufgaben. Es kann festgestellt werden, in welcher Intensit�at die Kompetenzen zurL�osung dieser Aufgaben ausgepr�agt sind und in welcher Weise deren Weiterentwicklung beijedem einzelnen Sch�uler n�otig ist. Au�erdem kann ermittelt werden, dass bei den meistenSch�ulern die F�ahigkeiten zu einer e�ektiven Bearbeitung der Problemstellungen vorhandensind. Dies beinhaltet eine sinnvolle Arbeitsteilung und eine konstruktive Zusammenf�uhrungder Einzelerarbeitungen, wobei die auf diese Weise erreichten Resultate zu selten sch�uler-
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seitig hinterfragt wurden. Weitere Schritte zur Erh�ohung der Modellbildungskompetenzenm�ussen somit auf die F�ahigkeiten zur kritischen Re
exion der eigenen L�osungswege ab-zielen, wobei hiermit sowohl inner- als auch au�ermathematische Re
exionen gemeint seinsollen. Die Auswertung der aufgeschriebenen Probleml�osungen zeigt gro�e De�zite in derVerwendung von Variablen, in der systematischen Darstellung des L�osungsweges, im Deut-lichmachen des Wesentlichen. Au�allend ist, dass die im Team erarbeitete und sprachlich�xierte Probleml�osung keine Entsprechung in der aufgeschriebenen Probleml�osung fand.
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3 Modellbildungsaufgaben zur Herausbildung
von Kompetenzen

3.1 Niveaustufe 1

Ein Auto { Zwei Bremswege

Die Messung des Bremsweges eines Autos hat in zwei verschiedenen F�allenfolgende Werte ergeben:
Geschwindigkeit v in kmh 50 75 100 125 150 175

Bremsweg s in m 14 31 55 86 125 170

Geschwindigkeit v in kmh 50 75 100 125 150 175
Bremsweg s in m 23 55 98 153 220 300

a) Welche Umst�ande k�onnen zu diesen unterschiedlichen Messergebnissengef�uhrt haben?
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b) In der Fahrschule lernt man folgende Faustregel zur Berechnung des Brems-weges:
s [in m] = �v [in kmh ] �2100Wie ist diese Regel mit den Messwerten zu vereinen? Stelle eine geeignetereFaustregel auf!

c) Wie ver�andern sich die durchgef�uhrten Betrachtungen bei Ber�ucksichti-gung der Reaktionszeit des Fahrers?
I. Problemsituation verstehen

Zun�achst muss den Sch�ulern bewusst werden, dass den beiden Situationen, in de-nen der Bremsweg des Autos bestimmt wurde, vollkommen unterschiedlichen Be-dingungen zugrunde lagen. Es kann �uberlegt werden, ob die zweite Messung beiregennasser Fahrbahn aufgenommen wurde oder welche weiteren Umst�ande zu die-sen Ergebnissen gef�uhrt haben k�onnten (Teilaufgabe a). Hier k�onnen eine vereisteFahrbahn oder schlechter werdende Bremsen oder Reifen genannt werden.
II. Realmodell

Da bei dieser Aufgabe das mathematische Modell in Form einer Formel bereits vorge-geben ist, k�onnen die Sch�uler vermuten, wie das dazugeh�orige Realmodell bescha�ensein k�onnte. �Uber diese F�ahigkeiten sollten die Sch�uler verf�ugen, da ihnen die Mo-dellbildungsphasen bekannt sind. Das Realmodell soll den Zustand der Stra�e, derBremsen und Reifen sowie der Umgebung vernachl�assigen und lediglich die Geschwin-digkeit des Autos ber�ucksichtigen, aus der die Vollbremsung erfolgt.
III. Mathematisches Modell

Die Sch�uler sollen nachvollziehen, wie die vorgegebene Faustformel entstanden seink�onnte. Dies ist nur bedingt m�oglich, da die Messwerte nur n�aherungsweise mit derFormel harmonieren. Dies kann aber leicht begr�undet werden, da es sich um eineRegel handelt, die sich die Fahrsch�uler leicht merken sollen.
IV. Mathematische Berechnungen

Durch Einsetzen von Geschwindigkeitswerten in die Formel und Vergleich mit denbeiden Messreihen k�onnen die Sch�uler feststellen, dass die zweite Messreihe mit derFormel vereinbar ist. Es ist zu vermuten, dass die Faustformel zur Sicherheit h�ohe-re Werte f�ur den Bremsweg ausgibt, die aber tats�achlich nur bei Regen auftreten.
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F�ur eine trockene Bahn kann durch Herausgreifen von Wertepaaren aus der erstenMessreihe eine weitere Faustregel aufgestellt werden (Teilaufgabe b):
s [in m] = �v [in kmh ] �2180Bei Ber�ucksichtigung der Reaktionszeit des Fahrers ergibt sich durch �Uberlegungenein l�angerer Bremsweg, der sich durch Ab�anderung der Faustformeln berechnen l�asst(Teilaufgabe c). Der zur�uckgelegte Weg w�ahrend der Reaktionszeit berechnet sichmit s0 = v � 1s. Wenn die Geschwindigkeit in ms angegeben ist, f�allt hier die Einheit sweg und man erh�alt den Bremsweg in m als Zahlenwert der Geschwindigkeit. Da imStra�enverkehr meist die Einheit kmh genutzt wird, muss zur Einheitenumrechnungnoch durch 3,6 dividiert werden.

s1 [in m] = �v [in kmh ] �2180 + v [in kmh ]3; 6bzw.
s2 [in m] = �v [in kmh ] �2100 + v [in kmh ]3; 6

V. Mathematische L�osungsevaluation
In die neue Faustformel k�onnen nun einige Geschwindigkeitswerte eingesetzt werden,um sie durch die Werte der ersten Messreihe zu best�atigen. Dabei ist darauf zu achten,dass die urspr�ungliche Faustformel von den Sch�ulern nun nicht als falsch angesehenwird, da sie bei nasser Stra�e durchaus ihre Relevanz beh�alt. Es ist darauf zu achten,dass eine Faustformel leicht zu merken sein soll und au�erdem eine gewisse Toleranzber�ucksichtigt. Aus diesen Gr�unden sollten bei Ber�ucksichtigung der Reaktionszeitdes Fahrers noch Ver�anderungen an den Faustformeln vorgenommen werden:

s1 [in m] = �v [in kmh ] �2180 + v [in kmh ]2Die Formel f�ur die Berechnung des Bremsweges bei nasser Fahrbahn kann analogver�andert werden.
VI. Reale L�osungsevaluation

Der Ein
uss der Wetterverh�altnisse auf die zu nutzenden Faustformeln sowie derenBedeutung f�ur den Stra�enverkehr sollten diskutiert werden. Au�erdem sollen dieSch�uler erkennen, dass sich der Autofahrer nicht mehrere Faustregeln merken m�ochteund aus Sicherheitsgr�unden die Regel f�ur die nassen Wetterverh�altnisse Priorit�atbesitzt, obwohl diese im Trockenen zu gro�e Werte f�ur den Bremsweg liefert.
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R�atselhafte Kurven

Ein realer Sachverhalt wurde durch die angegebene graphische Darstellung mo-delliert:

a) Welche der folgenden Sachverhalte k�onnte dieser Darstellung zu Grundegelegen haben?
(A) Jahresverlauf der Wasserspiegel zweier Seen
(B) H�ohe zweier Golfb�alle w�ahrend des Fluges
(C) In zwei Kassen eines Supermarktes be�ndliches Geld w�ahrend einesTages

b) Erl�autere die reale Situation, die von diesem Modell beschrieben wird!
c) Wie m�ussten die Achsen des Diagrammes beschriftet werden? Interpretierees hinsichtlich wichtiger Punkte!

I. Problemsituation verstehen
Die Sch�uler w�ahlen aus den drei Realsituationen den Vorschlag (A), da dieser einsinnvolles Durchlaufen des Modellbildungsprozesses erm�oglicht (Teilaufgabe a). Vor-schlag (B) ist nicht m�oglich, da die H�ohe eines Golfballes nach dem Abschlag nichtdurch eine nach oben ge�o�nete Parabel beschrieben werden kann. Auch Vorschlag(C) entf�allt, da das Geld nicht kontinuierlich der Kasse zugef�ugt bzw. entnommenwird, sondern in gr�o�eren diskreten Portionen.
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II. Realmodell
Das Finden eines Realmodells kann von den Sch�ulern nachempfunden werden (Teil-aufgabe b), beispielsweise k�onnten die Werte der Wasserspiegel im Laufe eines Jahrest�aglich aufgezeichnet worden sein und m�ussen nun zur weiteren Verarbeitung in dieForm eines mathematischen Modells �uberf�uhrt werden.

III. Mathematisches Modell
N�aherungsweise k�onnen die Werte des Jahresverlaufes durch Parabeln beschriebenwerden. Dies erm�oglicht eine Berechnung der Schnittpunkte der Kurven und lieferteine anschauliche Darstellung der Problematik, die auf diese Weise verstanden undinterpretiert werden kann.

IV. Mathematische Berechnungen
Die Ermittlung der Funktionsgleichung ist zur Bearbeitung der Aufgabe nicht erfor-derlich, da die wichtigen Punkte wie Schnitt- und Extrempunkte nur interpretiert,und nicht berechnet werden sollen. Dies kann als Zusatzaufgabe durchgef�uhrt werden,falls es die Unterrichtssituation verlangt, z.B. zur Festigung der dazu notwendigenVerfahren. Die Abszisse ist mit der Zeit zu beschriften (Januar { Dezember), dieOrdinate mit der H�ohe des Wasserspiegels (Teilaufgabe c).
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V. Mathematische L�osungsevaluation
Die dargestellten Parabeln stellen nur dann ein geeignetes Modell dar, wenn dieAbweichungen von den realen Messwerten der Wasserst�ande nicht zu stark abweichen.Da diese Werte in der Aufgabenstellung nicht gegeben sind, kann die Angemessenheitdes Modells hier nicht bewertet werden, sollte aber von den Sch�ulern bedacht werden.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Schnittpunkte beider Graphen liefern jene Tage im Jahr, an denen die Was-serspiegel beider Seen gleich hoch sind. Die Extrempunkte der beiden Funktionenentsprechen den Tagen mit dem h�ochsten bzw. niedrigsten Wasserstand (Teilaufgabec). Es kann gefolgert werden, dass die nach oben ge�o�nete Parabel einen See derNordhalbkugel beschreibt, da das Klima in der Jahresmitte (Sommer) trocken ist.Die nach unten ge�o�nete Parabel l�asst auf ein zur Jahresmitte feuchtes Klima schlie-�en (Winter) und es wird sich aus diesem Grund um einen See handeln, der aufder S�udhalbkugel liegt. Der kontr�are Verlauf kann jedoch auch auf regionale Klima-schwankungen zur�uckgef�uhrt werden.

Ein ungew�ohnliches Billardspiel

Wenn eine Billardkugel zweckentfremdet wird und man sie senkrecht nach obenwirft, ergibt sich bei Vernachl�assigung der Erdanziehungskraft eine geradliniggleichf�ormige Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v0. Der zur�uckgelegteWeg kann dann aus der Gleichung y = v0 � t berechnet werden. Der freien Fallder Kugel kann durch die Gleichung y = 4; 905 � t2 beschrieben werden. Diebeiden Bewegungen �uberlagern sich und man erh�alt f�ur den senkrechten Wurfnach oben folgende Funktion:
y = v0 � t� 4; 905 � t2

a) Welche Informationen �uber die Wurfsituation k�onnen dem angegebenenDiagramm entnommen werden?
b) Stellt die Funktion ein angemessenes Modell dar? Welche Aspekte werdenvernachl�assigt? Ver�andere eventuell die Funktion, so dass sie im Einklangmit der graphischen Darstellung steht!
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c) Stelle eine Formel auf, mit der man die gr�o�te H�ohe der Billardkugelw�ahrend des Fluges berechnen kann.
I. Problemsituation verstehen

Es handelt sich um eine Kugel, die dreimal senkrecht nach oben geworfen wird, wobeiunterschiedliche Wurfh�ohen erreicht werden. Dies ist auf unterschiedliche Anfangs-geschwindigkeiten zur�uckzuf�uhren. Ferner kann dem Diagramm entnommen werden,dass zu Beginn des Wurfes eine gewisse Anfangsh�ohe vorhanden ist, die bei jedemder W�urfe den gleichen Wert hat (Teilaufgabe a).
II. Realmodell

Das Realmodell wird durch die �Uberlegung gebildet, dass die H�ohe der Kugel bis zueinem bestimmten Punkt zunimmt, bis die Kugel kurzzeitig zum Stillstand kommtund dann bis zum Auftre�en auf den Boden abnimmt. Die Umkehrpunkte der dreikugeln liegen hierbei in unterschiedlichen H�ohen.
III. Mathematisches Modell

Die Sch�uler k�onnen dann feststellen, dass die Luftreibung hier vernachl�assigt werdenkann und die Parabeln somit ein angemessenes Modell der Realsituation darstellen.
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Beim Vergleich mit der Funktionsgleichung muss festgestellt werden, dass die An-fangsh�ohe noch nicht ber�ucksichtigt wurde. Die Gleichung muss also erg�anzt werden(Teilaufgabe b): y = v0 � t� 4; 905 � t2+h
IV. Mathematische Berechnungen

Das Modell soll nun genutzt werden, um eine H�ohenberechnung durchzuf�uhren (Teil-aufgabe c). Dazu kann die Mitte beider Nullstellen berechnet werden oder man nutztdie y-Koordinate der Scheitelpunktsformel mit a = �4; 905, b = v0 und c = h:
hmax = 4ac� b24a = �19; 62h� v20�19; 62

V. Mathematische L�osungsevaluation
Es sollten verschiedene Werte in die Formel zur H�ohenberechnung eingesetzt wer-den, um zu �uberpr�ufen, ob sie realistische Werte liefert. Au�erdem bleibt auswertendfestzustellen, dass die erg�anzte Funktionsgleichung die vorgegebenen Parabeln, undsomit das Modell liefert.

VI. Reale L�osungsevaluation
Es k�onnen Werte f�ur die Anfangsgeschwindigkeit und die Anfangsh�ohe eingesetztwerden, um eine Vorstellung von dem real ablaufenden Vorgang zu erhalten. Au�er-dem k�onnte das verwendete Modell mit Hilfe eines Experimentes best�atigt werden,indem der vorliegende Versuch f�ur verschiedene Anfangswerte durchgef�uhrt wird.

Ideales K�orpergewicht

Das ideale K�orpergewicht eines Menschen kann �uber verschiedene Faustregelnbestimmt werden. Die beiden bekanntesten seinen im Folgenden angegeben:
Faustregel (1): G = K � 100Faustregel (2): G = K2400K. . .K�orpergr�o�e in cmG. . . Idealgewicht in kg
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a) Welche Faktoren sollte eine Faustregel zur Berechnung des idealen K�orper-gewichtes ber�ucksichtigen? Inwieweit werden diese Ber�ucksichtigungen vonden Faustregeln (1) und (2) vorgenommen?
b) F�ur welche Werte von K sind die Regeln (1) und (2) sinnvoll? Wie weitweicht das ideale K�orpergewicht beider Regeln h�ochstens voneinander ab?
c) �Uberpr�ufe die Regeln mit Hilfe der folgenden Gewichtstabelle eines Arztes:

K�orpergr�o�e in cm 160 170 180 190 200 210
Idealgewicht in kg 59 70 81 91 102 114

F�ur welche der beiden Regeln w�urdest du dich entscheiden?
I. Problemsituation verstehen

Das ideale K�orpergewicht h�angt von der K�orpergr�o�e der Person ab, jedoch auch vonderen Geschlecht, Alter und Gesundheitszustand. Die beiden Faustregeln ber�ucksich-tigen ausschlie�lich die K�orpergr�o�e (Teilaufgabe a).
II. Realmodell

Das Realmodell entsteht durch die Entscheidung �uber durchzuf�uhrende Abstraktio-nen, wobei die Sch�uler thematisieren sollten, ob die Vernachl�assigung von Geschlecht,Alter und Gesundheitszustand gerechtfertigt ist oder ob der reale Sachverhalt hier-durch verf�alscht wird.
III. Mathematisches Modell
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Die vorgegebene Gleichung (1) liefert f�ur K < 100 negative Werte f�ur das Gewichtund darf somit f�ur diese Werte nicht genutzt werden. Gr�o�ere Werte von K liefernzwar ein positives Ergebnis f�ur das Gewicht, weichen jedoch stark von den realenErwartungen ab. Dies tri�t auch auf Gleichung (2) zu und sollte zu der Entschei-dung f�uhren, dass beide Gleichungen nur f�ur Erwachsene verwendet werden d�urfen(Teilaufgabe b).
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IV. Mathematische Berechnungen
Aus der anzufertigenden graphischen Darstellung kann die maximale Abweichung desIdealgewichtes entnommen werden. Mit den beiden Gleichungen kann �uberpr�uft wer-den, dass der Abstand h�ochstens 25 kg bei einer K�orpergr�o�e von 100 cm betr�agt. Dazuvor festgelegt wird, die Gleichungen nur f�ur Erwachsene zu nutzen, ergibt sich f�urdie Abweichung bei 150 cm ein Betrag von 6; 25 kg. St�arkere Abweichungen ergebensich erst wieder bei K�orpergr�o�en, die �uber 230 cm liegen und somit ausgeschlossenwerden k�onnen (Teilaufgabe b).

V. Mathematische L�osungsevaluation
Unter Ber�ucksichtigung der G�ultigkeitsbereiche beider Gleichungen ist deren Sinn-haftigkeit im Zusammenhang mit dem realen Problem nachgewiesen. Die Gewichtsta-belle des Arztes liefert Ergebnisse f�ur das ideale K�orpergewicht, die f�ur kleine Werten�aherungsweise aus Gleichung (1) und f�ur gro�e Werte im festgelegten G�ultigkeits-bereich aus beiden Gleichungen hervorgehen.

VI. Reale L�osungsevaluation
Der Vergleich mit der Gewichtstabelle des Arztes, dass Faustregel (1) f�ur kleinereK�orpergr�o�en besser geeignet ist, wobei f�ur gro�e Personen (K � 180) beide Regelngeeignet sind und f�ur Personen mit K � 210 liefert die Faustregel (2) genauereErgebnisse (Teilaufgabe c).

Optimaler Empfang?

Bei der Konstruktion von Satellitenantennen m�ussen verschiedene Gesichts-punkte ber�ucksichtigt werden, um einen optimalen Fernsehempfang gew�ahrlei-sten zu k�onnen. Dazu werden diese Parabolspiegel durch Funktionen charak-terisiert. Wie lautet f�ur eine in nachfolgender Konzeptzeichnung beschriebeneAntenne die dazugeh�orige Charakterisierung?
I. Problemsituation verstehen

Durch die Angabe von Funktionsgleichungen, welche die Parabolspiegel charakteri-sieren sollen, k�onnen Aussagen wie z.B. �uber die Empfangsqualit�at auf alle Antennendieses Typs �ubertragen werden.
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II. Realmodell
Die "Umrandung\ soll durch eine Funktionsgleichung beschrieben werden, wobei dieAntennen somit auf ihre Querschnitte reduziert werden. Weitere Aspekte wie dasverwendete Material oder Belastbarkeit werden nicht ber�ucksichtigt.

III. Mathematisches Modell
Mit der Annahme, dass es sich bei dem Querschnitt um eine Parabel handelt, legtman diesen in ein Koordinatensystem. Hierbei sollte darauf geachtet werden, dass dieWahl der Lage des Koordinatensystems zu m�oglichst einfachen Berechnungen f�uhrt(Scheitelpunkt im Koordinatenursprung).

IV. Mathematische Berechnungen

f(x) = ax2 + bx+ c
mit b = c = 0
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f(x) = ax2
mit P (30j6)

) 6 = a � 302
a = 1150

) f(x) = 1150 � x2
V. Mathematische L�osungsevaluation

�Uber eine Probe kann man die Funktionsgleichung f(x) = 1150 � x2mit f(30) = 1150 � 302 = 6 best�atigen.
VI. Reale L�osungsevaluation

Die Sch�uler sollen besprechen, ob die gew�ahlte Charakterisierung ausreicht, um dieGew�ahrleistung eines optimalen Fernsehsignals beschreiben zu k�onnen. Au�erdemstellt sich die Frage, welche weiteren M�oglichkeiten der Charakterisierung von Para-bolspiegeln bestehen.
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Jeder gegen jeden

Sebastian wird bei Sportturnieren h�au�g als Protokollf�uhrer engagiert. Bei die-sen Turnieren spielt in der Regel jede Mannschaft gegen jede. Um einen Zeitplanaufzustellen, muss er zu Beginn jedes Turniers die Anzahl der Spiele bestimmen.F�ur 3 bzw. 4 Mannschaften hat er diese Anzahl bereits ermittelt:
3 Spiele bei 3 Mannschaften

A { B
A { C
B { C

6 Spiele bei 4 Mannschaften
A { B
A { C
A { D
B { C
B { D
C { D

Bei Turnieren, an denen noch mehr Mannschaften teilnehmen, nimmt dieseVorgehensweise viel Zeit in Anspruch. Um den Aufwand zu verringern, m�ochteSebastian eine Formel aufstellen. Er unterbreitet daf�ur folgenden Vorschlag:
s = n(n� 1)2
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a) Pr�ufe die Formel an Sebastians und an eigenen Beispielen! F�ur welcheAnzahl von Mannschaften kann sie verwendet werden?
b) In der 1. Fu�ball-Bundesliga �nden in jeder Saison an 34 Spieltagen jeweils9 Spiele statt. Aus Gr�unden der Fairness wird jede Begegnung zweimalangesetzt (Heim- und Ausw�artsspiel). Wie viele Mannschaften spielen inder 1. Bundesliga?

I. Problemsituation verstehen
Die Anzahl der Begegnungen kann eindeutig aus der Anzahl der Mannschaften er-mittelt werden. F�ur kleine Turniere kann dies die Au
istung der einzelnen Partienverdeutlichen, f�ur gro�e Turniere soll eine Berechnungsformel genutzt werden.

II. Realmodell
Das Realmodell ber�ucksichtigt nur die Anzahl der Mannschaften, Spielausf�alle oderWiederholungsspiele werden hierbei vernachl�assigt.

III. Mathematisches Modell
Die vorgegebene Gleichung liefert f�ur 3 Mannschaften 3 Spiele, bei 4 Mannschaftensind es 6 Spiele. Sebastians Beispiele sind somit best�atigt und ein eigenes Beispielkann die vorgeschlagene Formel weiter st�utzen. Ab n = 1 liefert der Formel realisti-sche Ergebnisse (Teilaufgabe a):

A { B B { D
A { C B { E
A { D C { D
A { E C { E
B { C D { E

s = n(n� 1)2 = 5(5� 1)2 = 10
IV. Mathematische Berechnungen

Das Modell soll nun genutzt werden, um aus einer Spielanzahl die Anzahl der Mann-schaften zu bestimmen. In der Bundesliga gibt es insgesamt 34 � 9 = 306 Spiele. Da
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jede Begegnung zweimal gespielt wird, erh�alt man 306 : 2 = 153 verschiedene Partien(Teilaufgabe b).
153 = n(n� 1)2
306 = n2 � n
0 = n2 � n� 306

n1=2 = 12 �
r14 + 306

n1=2 = 0; 5� 17; 5

n1 = 18
n2 = �17 ! entf�allt

V. Mathematische L�osungsevaluation
Die L�osung n2 entf�allt, da eine negative Anzahl von Mannschaften nicht existierenkann. Das Ergebnis n = 18 ist realistisch und fu�ballinteressierte Sch�uler werdendieses Ergebnis best�atigen k�onnen. Die Faustformel wurde somit vielfach best�atigtund kann als allgemeing�ultig angesehen werden.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Formel liefert nur dann ein korrektes Ergebnis, wenn die Anzahl der Mannschaf-ten als einziger Ein
ussfaktor auf die Spieleanzahl angesehen wird. Bei Ber�ucksich-tigung weiterer Ein
�usse muss von den Sch�ulern diskutiert werden, inwiefern dieFormel dann n�aherungsweise g�ultig ist.
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3.2 Niveaustufe 2
Der Weltraumbahnhof

Viele Astronauten der Weltraumorganisationen streben f�ur die kommendenJahrzehnte bemannte Raum
�uge zum Mars an. Wenn dieses Ziel erreicht seinwird, werden die Menschen weitere Planeten unseres Sonnensystems besuchenwollen. Wegen der gro�en Entfernungen m�ussen Weltraumbahnh�ofe als Zwi-schenstationen eingerichtet werden.

Die Ein
ug�o�nung des Weltraumbahnhofes sei 30 m breit und 14 m hoch.Raumschi�e d�urfen nur dann den Bahnhof an
iegen, falls die beiden folgendenBedingungen erf�ullt werden:
(1) Die Querschnitts
�ache des Raumschi�es darf h�ochstens halb so gro� seinwie die Ein
ug�o�nung des Bahnhofes.(2) Der Sicherheitsabstand muss zu allen vier W�anden des Bahnhofes identischsein.
Welche Ausma�e hat das gr�o�tm�ogliche Raumschi�, das den Bahnhof an
iegendarf? Wie gro� w�are dann der Sicherheitsabstand?

I. Problemsituation verstehenDie vorgegebenen Bedingungen f�ur das An
iegen des Bahnhofes schr�anken die Aus-ma�e des gr�o�tm�oglichen Raumschi�es ein. Der maximal erlaubte Querschnitt musswegen Bedingung (2) ein Rechteck darstellen, welches �ahnlich zur Ein
ug�o�nung seinmuss.
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II. RealmodellAls Realmodell kann man sich ein Raumschi� mit einem rechteckigen Querschnittvorstellen, das sich in die Ein
ug�o�nung des Bahnhofes bewegt. Die Seitenl�angen desQuerschnittes liegen (echt) zwischen 0 m� 0 m und 30 m� 14 m.
III. Mathematisches ModellDer Fl�acheninhalt der Ein
ug�o�nung AEinflug = 30 m � 14 m = 420 m2 liefert zu-sammen mit Bedingung (1) eine maximale Querschnitts
�ache des Raumschi�es vonAR = 12 � 420 m2 = 210 m2. Somit kann man unter Ber�ucksichtigung von Bedingung(2) das Modell aufstellen (d. . . Sicherheitsabstand):

(30� 2d)(14� 2d) = 210
IV. Mathematische Berechnungen

(30� 2d)(14� 2d) = 210
420� 88d+ 4d2 = 210
4d2 � 88d+ 210 = 0
d2 � 22d+ 52; 5 = 0

d1=2 = 11�p112 � 52; 5
d1 = 19; 28 m ! entf�alltd2 = 2; 72 m
a = 24; 56 mb = 8; 56 m

V. Mathematische L�osungsevaluationDer Sicherheitsabstand d1 entf�allt, da er die Ausma�e der Ein
ug�o�nung �ubersteigt.Der Sicherheitsabstand d2 = 2; 72 m ist somit der hierf�ur g�ultige Wert. Die sich dar-aus ergebenden Werte f�ur die Kantenl�angen des maximalen Raumschi�querschnittesgen�ugen den Bedingungen (1) und (2).
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VI. Reale L�osungsevaluation
Das Modell lieferte realistische Werte f�ur den Sicherheitsabstand und den maximalenRaumschi�querschnitt, wobei explizit auf die Bedeutung des Sicherheitsabstandeseingegangen werden sollte. Dabei ist die Sinnhaftigkeit der Bedingungen (1) und (2)zu diskutieren.

Bogenbr�ucken

In Deutschland �ndet man zahlreiche frei gespannte Massivbogenbr�ucken. Ei-ne der gr�o�ten ist die Kylltalbr�ucke bei Bitburg/Eifel, die 1999 dem Verkehr�ubergeben wurde. Die Spannweite des Bogens betr�agt 223 m. Da ein Wandererdie H�ohe der Br�ucke ermitteln m�ochte, sch�atzt er zwei in seiner unmittelbarenN�ahe be�ndliche Abschnitte der Br�ucke. Abschnitt A sch�atzt er durch Vergleichmit seiner K�orpergr�o�e auf 1,20 m und Abschnitt B auf 2 m.
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a) Wie kann der Wanderer die H�ohe der Br�ucke bestimmen?b) Um wie viel Prozent �andert sich die ermittelte Br�uckenh�ohe, wenn derWanderer den Abschnitt A auf 10 cm weniger gesch�atzt h�atte?
I. Problemsituation verstehen

Aus den gesch�atzten Angaben f�ur den unteren Bereich der Br�ucke soll deren Ge-samth�ohe bestimmt werden.
II. Realmodell

In der gegebenen Skizze wurde f�ur die Br�ucke eine Linie verwendet, dieser ersteModellschritt muss von den Sch�ulern erkannt werden.
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III. Mathematisches Modell
Als mathematisches Modell sollte eine Parabel genutzt werden, die geeignet in einKoordinatensystem gelegt wird. Es bietet sich an, den Koordinatenursprung in dieMitte zwischen die beiden Br�uckenenden zu legen.

IV. Mathematische Berechnungen Die Wahl des Koordinatensystems liefert b = 0und somit f(x) = ax2+ c. Die Punkte P1(111; 5 j 0) und P2(110; 3 j 2) k�onnen in dieFunktionsgleichung eingesetzt werden und ergeben ein lineares Gleichungssystem:
0 = a � 111; 52 + c
2 = a � 110; 32 + c

Als L�osungen erh�alt man a = �0; 0075 und c = 93; 24.
Falls Abschnitt A auf 10 cm weiniger gesch�atzt wird, kann man die Rechnung analogf�uhren, jedoch mit P3(110; 4 j 2) anstelle von P2. Man erh�alt dann a = �0; 0082 undc = 101; 87.

V. Mathematische L�osungsevaluation
Die Funktionsgleichung zum angewandten Parabelmodell lautet f(x) = �0; 0075�x2+93; 24 (Sch�atzung zu Teilaufgabe a). Im zweiten Fall ergibt sich f(x) = �0; 0082 �x2 + 101; 87. Die Berechnungen entsprechen den H�ohen 93; 24 m bzw. 101; 87 m, dieSch�atzungen weichen somit um 9 Prozent voneinander ab.
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VI. Reale L�osungsevaluationDie Sch�uler k�onnen besprechen, welche weiteren M�oglichkeiten der Sch�atzung bzw.Bestimmung der Br�uckenh�ohe existieren und wie die Genauigkeiten dieser Methodeneinzusch�atzen sind.

Die optimale Bushaltestelle

Eine Bushaltestelle von 20 m L�ange und 4 m Breite wird durch schm�uckendeHolzpfeiler begrenzt.

a) Wie k�onnten die Pfeiler so aufgestellt werden, dass die Fl�ache der Bus-haltestelle m�oglichst gro� wird? Dabei soll die Anzahl der Pfeiler nichtver�andert werden und die rechteckige Form der Haltestelle erhalten blei-ben.b) Welche gr�o�tm�ogliche Fl�ache st�ande zur Verf�ugung, wenn die Form nichtbeibehalten werden m�usste?
I. Problemsituation verstehen
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Da die Gr�o�e der Holzpfeiler nicht bekannt ist, wird zun�achst nur die Gesamtl�angeder Seiten der Bushaltestelle betrachtet. Die Anzahl der Pfeiler wird nicht ver�andert,somit bleibt die Summe der drei Seitenl�angen konstant.
II. RealmodellWenn man die Breite der Haltestelle vergr�o�ert, so verkleinert sich deren L�ange.Wird die Breite verkleinert, so vergr�o�ert sich die L�ange, wobei die rechteckige Formerhalten bleibt (Teilaufgabe a).
III. Mathematisches ModellDie Summe der drei Seitenl�angen betr�agt konstant 2a+ b = 2 � 4+20 = 28. Aus demumgestellten Term b = 28� 2a ergibt sich f�ur den Fl�acheninhalt der Bushaltestelle:

A = a � b
= a � (28� 2a)

IV. Mathematische BerechnungenDie x-Koordinate des Scheitelpunktes der Funktion A(a) = a � (28 � 2a) kann alsMittelpunkt beider Nullstellen ermittelt werden. Die Nullstellen lauten aN1 = 0 undaN2 = 14. Der Scheitelpunkt hat dann die x-Koordinate aS = 7, die den Maximalwertf�ur den Fl�acheninhalt liefert.Es ergibt sich mit b = 14 ein Fl�acheninhalt von A = 98 m2.Einen gr�o�eren Fl�acheninhalt w�urde ein Halbkreis ergeben (Teilaufgabe b). Die zurVerf�ugung stehende Anzahl von Pfeilern setzt den Umfang u = 2�r fest, woraus sichr = 8; 92 m errechnen l�asst.F�ur den Fl�acheninhalt ergibt sich dann AHalbkreis = 12 � �r2 = 124; 92 m2.
V. Mathematische L�osungsevaluation�Uber eine Probe kann aus 98 = a � (28�2a) die Kantenl�ange a best�atigt werden. Derf�ur den Halbkreis berechnete Fl�acheninhalt ist der maximal m�ogliche, da ein Kreisf�ur einen konstanten Umfang stets die gr�o�te Fl�ache liefert.
VI. Reale L�osungsevaluationDie Sch�uler sollten diskutieren, welche Form f�ur eine Bushaltestelle die geeignetstedarstellt, da hier die Einfahrt des Busses und das Zusteigen der Fahrg�aste gew�ahr-leistet werden muss.
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Architektur einer Eisenbahnbr�ucke

Ein Architekt wird zum Bau einer Eisenbahnbr�ucke beauftragt. Zur Inspirationbesichtigt er verschiedene Br�ucken und fotogra�ert sie. Im Folgenden ist dasFoto jener Br�ucke zu sehen, an der er sich beim Bau seiner eigenen Br�uckeorientieren m�ochte. Diese Eisenbahnbr�ucke von 62 m L�ange und 20 m H�ohewird von 2 Betonb�ogen getragen. Auf jedem dieser B�ogen be�nden sich 10Betonpfeiler. Der Architekt ben�otigt zur Vervollst�andigung seiner Unterlagendie L�ange und die Masse dieser Pfeiler. Wie kann er diese Daten bestimmen?

I. Problemsituation verstehen
Die Br�ucke wird von 2 B�ogen und deren senkrecht der Erdober
�ache verlaufendenPfeilern getragen. Wenn das Volumen bekannt ist, kann mit der Dichte von Betondie Masse der Pfeiler bestimmt werden.

II. Realmodell
Die Abst�ande der Pfeiler k�onnen bis auf den mittleren Teil der B�ogen als konstantangenommen werden. Da der Querschnitt der Pfeiler ebenso konstant sein soll, kanndas Volumen eines Pfeilers aus dessen Querschnitts
�ache und der L�ange berechnetwerden. Hierbei muss die Querschnitts
�ache abgesch�atzt werden, da dazu keine An-gaben gegeben sind.

48



III. Mathematisches Modell
Jeder der B�ogen kann durch jeweils eine Parabel von 31 m L�ange und 20 m H�ohemodelliert werden. Die Nullstellen lauten somit xN1 = 0 und xN2 = 31. Daraus ergibtsich der Scheitelpunkt S(15; 5 j 20).

IV. Mathematische Berechnungen
Die Funktionsgleichung kann aus den bekannten Punkten mit Hilfe eines Gleichungs-systems aus der allgemeinen Darstellung f(x) = ax2 + bx + c mit c = 0 ermitteltwerden.

0 = a � 312 + b � 31
20 = a � 15; 52 + b � 15; 5

a = 20� 15; 5b15; 52
= 2015; 52 � 312 + b�31� 31215; 5

�
= 80� 31b

80 = 31b
b = 2; 58
a = �0; 0832

Somit erh�alt man als Funktionsgleichung f(x) = �0; 0832x2+2; 58x. Da sich die Pfei-ler an bestimmten Stellen der x-Achse be�nden, kann deren H�ohe nun als zugeh�origerFunktionswert bestimmt werden. Die Position der Pfeiler muss von den Sch�ulern ab-gesch�atzt werden, wobei eine Vernachl�assigung der in der N�ahe des Scheitelpunktsetwas enger stehenden Pfeiler zu einer �aquidistanten Betrachtung f�uhrt. Dabei wirddie x-Achse zwischen den Nullstellen in 11 gleich lange Strecken aufgeteilt. Also ste-hen die Pfeiler im Abstand von 2; 82 m nebeneinander.
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Pfeiler Nr. x y1 2,82 6,612 5,64 11,903 8,45 15,874 11,27 18,515 14,09 19,836 16,91 19,847 19,73 18,528 22,55 15,889 25,36 11,9110 28,18 6,63
Bei einer gesch�atzten Querschnitts
�ache der Pfeiler von AQ = 5 m � 0; 5 m = 2; 5 m2und einer Pfeiler-Gesamtl�ange von 145; 5m ergibt sich ein Volumen von V = 145; 5m�2; 5 m2 = 363; 75 m3. Mit der Dichte f�ur Beton �Beton � 2000 kgm3 erh�alt man f�ur dieMasse m = �Beton � V = 2000 kgm3 � 363; 75 m3 = 727; 5 t.

V. Mathematische L�osungsevaluation
Die mittels Funktionsgleichung errechneten H�ohen der einzelnen Pfeiler harmonierenmit den angenommenen Werten f�ur die Nullstellen und den Scheitelpunkt.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Ergebnisse f�ur L�ange und Masse der Betonpfeiler sind realistisch, jedoch nur ap-proximativ, da verschiedene Annahmen wie die �Aquidistanz der Pfeiler vorgenommenwurden.
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Radrennen

Bei einem Radrennen erhalten die Fahrer f�ur das Erreichen von Zwischensta-tionen Zeitgutschriften, deren H�ohe sich nach der Platzierung richtet:
Platzierung 1 2 3Zeitgutschrift in s 180 165 140

a) Erkennst du ein System in der Vergabe der Zeitgutschriften? Stelle eineFormel zur Berechnung der Gutschriften aus der Platzierung auf!
b) Wie gro� sind die Zeitgutschriften f�ur die weiteren Platzierungen? WelchenSinn macht dieses Vergabesystem?
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I. Problemsituation verstehen
Die Zeitgutschriften sind in Wirklichkeit Abz�uge vom jeweiligen Zeitstand im Ge-samtklassement des Fahrers, da im Radsport eine geringere Zeit stets besser ist alseine h�ohere, da man eine festgelegte Strecke schneller zur�uckgelegt hat.

II. Realmodell
Je h�oher die Platzierung, umso geringer f�allt die Zeitgutschrift aus. Der Abstandzwischen den Gutschriften betr�agt zun�achst 15 sund danach 25 s. Die Sch�uler k�onnenvermuten, dass sich die Abst�ande um jeweils 10 s erh�ohen.

III. Mathematisches Modell

Wenn die Vermutungen graphisch dargestellt werden, ist der parabolische Verlauf zuerkennen. Da der Graph symmetrisch zur y-Achse ist, verschwindet der Parameter bin der Funktionsgleichung f(x) = ax2 + bx+ c.
IV. Mathematische Berechnungen
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Nun k�onnen die bekannten Punkte in f(x) = ax2 + c eingesetzt werden:
180 = a+ c
165 = 22 � a+ c
140 = 32 � a+ c

Man erh�alt a = �5, c = 185 und somit die Funktion f(x) = �5x2 + 185, mit der dievermuteten Werte best�atigt werden k�onnen.
Platzierung 1 2 3 4 5 6Zeitgutschrift in s 180 165 140 105 60 5
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V. Mathematische L�osungsevaluation
Durch Einsetzen der Wertepaare k�onnen sowohl die Vermutung als auch die Funkti-onsgleichung in ihrer Richtigkeit nachgewiesen werden.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Punkte im Koordinatensystem d�urfen nicht verbunden werden, da Platzierungenstets ganzzahliger Natur sind. Somit handelt es sich nicht um eine Parabel, sondernum 6 Punkte einer Parabel.

Wie misst man die H�ohe einer Tanne?

F�orster ben�otigen m�oglichst genaue Angaben �uber die H�ohen der im Waldwachsenden B�aume. Die H�ohenbestimmung bei Nadelb�aumen ist schwierig, dader Stamm wegen des dichten Wuchses mit einem Zollstock nicht erreicht wer-den kann. Dagegen l�asst sich die Verbindung von der Baumspitze zu den Spitzender untersten �Aste problemlos vermessen. Diesen Wert bestimmt der F�orsterf�ur den im Vordergrund des Fotos zu erkennenden Baum und erh�alt 7; 15 m.Au�erdem ist ihm bekannt, dass diese Tannensorte so w�achst, dass ihre H�ohestets 3 m gr�o�er ist als ihre Breite. Wie hoch und breit ist die Tanne?�Uberpr�ufe das Ergebnis mit Hilfe des Fotos, dessen Breite in der Wirklichkeit10 m entspricht!

I. Problemsituation verstehen
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Da die H�ohe der Tanne stets 3 m gr�o�er ist als die Breite, ergeben sich je nachGr�o�e unterschiedliche Formen. Eine 1 m breite Tanne w�are bei 4 m H�ohe deutlich
"schlanker\ als eine 30 m breite und somit 33 m hohe Tanne.

II. Realmodell
Die Tannenbreite und -h�ohe h�angen unmittelbar voneinander ab, wobei unber�uck-sichtigt bleibt, dass jeder Baum unterschiedlich w�achst. Es kann sich also lediglichum eine n�aherungsweise Regel f�ur eine bestimmte Tannensorte handeln.

III. Mathematisches Modell

Zur Modellierung des L�angsschnittes der Tanne wird ein gleichschenkliges Dreieckgenutzt. Wenn dieses Dreieck in zwei rechtwinklige Teildreiecke zerlegt wird, kannder Satz des Pythagoras verwendet werden.
a2 = h2 + � b2

�2
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IV. Mathematische Berechnungen
Nun k�onnen die bekannten Zusammenh�ange bzw. Werte eingesetzt werden:

7; 152 = (b+ 3)2 + � b2
�2

0 = 54b2 + 6b� 42; 1225
0 = b2 + 245 b� 33; 698

b1=2 = �125 �
s�125

�2 + 33; 698
b1 = 3; 88b2 = �8; 68 ! entf�allt

V. Mathematische L�osungsevaluation
Da eine negative Breite nicht m�oglicht ist, erh�alt man genau eine g�ultige L�osung.Diese kann durch eine Probe �uberpr�uft werden. Die Sch�uler sollten den G�ultigkeits-bereich austesten und auf den Zusammenhang b > 0) h > 3 sto�en.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Ergebnisse b1 = 3; 88 m und somit h = 6; 88 m k�onnen durch Vermessen desFotos mit einem Lineal best�atigt werden, obwohl die berechnete H�ohe der Tanneetwas zu klein ausgefallen ist. Hiermit wird der approximative Aspekt solcher Regelndeutlich.
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3.3 Niveaustufe 3

Wasserstra�e in Berlin
Ein Reiseleiter erkl�art den Touristen, dass die Wasserstra�e in Berlin einer
"gro�en Regenrinne\ �ahnelt. In der Mitte sei das Wasser also am tiefsten undzum Rand hin wird es immer 
acher. Ein Tourist entdeckt auf einem Hinweis-schild einige interessante Informationen:

Berliner Wasserstra�e
Tiefster Punkt: 11 mBreite: 22 m

Wie viel Wasser kann der Kanal pro Kilometer aufnehmen?
Bei Trockenheit ist die Wasserstra�e h�au�g nur bis zu einer H�ohe von 9 mgef�ullt. Was resultiert daraus f�ur den Schi�sverkehr? Wie stark reduziert sichdie f�ur die Schi�e verf�ugbare Wasserbreite?

I. Problemsituation verstehen
Je geringer der F�ullstand des Kanals, umso geringer die f�ur den Schi�sverkehr nutz-bare Wasserbreite und -tiefe. Schi�e mit einem gro�en Tiefgang k�onnen unter diesenUmst�anden nicht mehr verkehren.
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II. Realmodell
Das Fassungsverm�ogen ist von Querschnitt und L�ange des Kanalabschnitts abh�angig.F�ur die Ermittlung der nutzbaren Breite bei Trockenheit muss eine Beziehung zurWasserstandsh�ohe hergestellt werden.

III. Mathematisches Modell
Der Querschnitt des Kanals k�onnte beispielsweise durch einen Halbkreis, der sichf�ur die Berechnung des Fassungsverm�ogens anb�ote, oder eine Parabel, die f�ur dieBerechnung der nutzbaren Breite geeignet w�are, umschrieben werden.
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IV. Mathematische Berechnungen
VFassungsverm�ogen = 12 � �r2 � 1 km

= 12 � �(11 m)2 � 1000 m
= 190066 m3

Die Berechnung der nutzbaren Breite soll �uber eine Funktionsgleichung erfolgen. Dertiefste Punkt des Kanals (Scheitelpunkt der Parabel) sollte in den Koordinatenur-sprung gelegt werden. Wegen der Symmetrie zur y-Achse ergibt sich b = 0 und wegendes Verlaufes durch den Koordinatenursprung c = 0.
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Somit gilt f�ur die Funktionsgleichung:
f(x) = ax2
11 = a � 112
a = 111

Die zu verwendende Funktionsgleichung lautet also f(x) = 111 � x2.
f(x) = 111x2

9 = 111x2=x1 = 9; 95x2 = �9; 95
In Folge der Trockenheit ergibt sich auf beiden Seiten des Kanals jeweils eine Ver-minderung s der Wasserbreite um 1; 05 m, also insgesamt um 2; 10 m.

V. Mathematische L�osungsevaluation
Die Ermittlung der Wasserbreite erfolgte �uber die Berechnung der Argumente zu demdazugeh�origen Funktionswert y = 9m. Zur L�osungs�ndung h�atten auch geometrischeVerfahren (Dreiecksbeziehungen und Satz des Pythagoras) genutzt werden k�onnen.

VI. Reale L�osungsevaluation
Durch eine Verringerung der Wasserbreite um 9; 5 % auf 19; 90 m wird der Schi�s-verkehr deutlich eingeschr�ankt, da gr�o�ere Schi�e nicht mehr nebeneinander fahrenk�onnen.
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Der Fosbury-Flop

Der amerikanische Leichtathlet RICHARD-DOUGLAS FOSBURY revolutio-nierte bei den Olympischen Spielen 1968 den Hochsprung mit einer von ihmentwickelten Technik. Der Fosbury-Flop ist eine Art R�uckw�artsroller, mit demman mit dem R�ucken in der Luft "liegend\, also mit dem Gesicht nach oben,die Sprunglatte �uberquert. Mit dieser Technik gelang ihm 1968 in Mexico Cityder Olympiasieg. Dadurch wurde seine Art zu springen in aller Welt bekanntund setzte sich schnell �uberall durch.

Um diesen Sprung genauer zu untersuchen, betrachten wir im Folgenden an-statt des gesamten K�orpers des Leichtathleten nur den K�orperschwerpunkt.Dieser Punkt be�ndet sich bei Fosbury in 1,05 m H�ohe. Da der ber�uhmteFosbury-Sprung von vielen Journalisten fotogra�ert wurde, konnte aus demFotomaterial bestimmt werden, dass es sich bei seiner Flugkurve um eine Nor-malparabel handelt, die um den Faktor 1,5 gestreckt ist (in der zum Bodensenkrechten Richtung). Au�erdem ist bekannt, dass f�ur den Abstand zwischender Absprungstelle und der Sprunganlage 91 cm gemessen wurden.
a. Mit welcher Sprungh�ohe gelang Fosbury dieser historische Olympiasieg?(Im h�ochsten Punkt der Flugbahn be�ndet sich der K�orperschwerpunkt 5cm �uber der Sprunglatte.)b. In welcher H�ohe befand sich sein K�orperschwerpunkt, als er von der Ab-sprungstelle 0,5 m entfernt war?
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c. Welche Entfernung hatte der Springer von der Absprungstelle, als er wie-der den Boden erreichte?d. Ber�ucksichtige nun, dass sich auf dem Boden eine Matte be�ndet, die denSpringer au��angt. Die Matte hatte eine H�ohe von 0,6 m. Welche Entfer-nung zur Absprungstelle ergibt sich dann?

Nachdem der 21-j�ahrige die Goldmedaille f�ur die Vereinigten Staaten von Ame-rika gewonnen hatte, wurde er wie ein Held gefeiert.
I. Problemsituation verstehenZun�achst wurde mit Hilfe von Hochsprung-Fotographien erarbeitet, dass die Flug-bahn des Hochspringers durch eine Parabel beschrieben werden kann. Zur Verein-fachung des mathematischen Modells wird anstelle des gesamten Springers nur derK�orperschwerpunkt betrachtet. Die Sch�uler versuchen zun�achst an einer Skizze, dasProblem zu erfassen und k�onnen dann erkennen, welche Gr�o�en zur L�osung des Pro-blems gegeben und welche gesucht sind.

II. RealmodellMit Hilfe einer Skizze kann gezeigt werden, wie wichtig das Finden einer richtigenAbsprungstelle f�ur einen erfolgreichen Sprung ist. Bei einem zu sp�at vollzogenenSprung (A) k�onnen lediglich zwei Latten �uberwunden werden, w�ahrend bei einemoptimalen Absprung (B) alle drei Latten �ubersprungen werden k�onnen.
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III. Mathematisches ModellZur L�osung wird die allgemeine Form einer quadratischen Funktion ben�otigt:
f(x) = ax2 + bx+ c

Die Gr�o�en a = �1; 5 und c = 1; 05 k�onnen direkt aus der Aufgabenstellung abgelesenwerden.

IV. Mathematische BerechnungenZur Bestimmung von Parameter b wird die Scheitelpunktsformel ben�otigt:
S �� b2a ��� 4ac� b24a

�
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Da die x-Koordinate des Scheitelpunkts mit 91 cm bekannt ist, kann daraus b be-stimmt werden zu b = 2; 73.
Die Funktionsgleichung der quadratischen Funktion lautet dann:

f(x) = �1; 5x2 + 2; 73x+ 1; 05
(a) Die Sprungh�ohe h entspricht der y-Koordinate des Scheitelpunkts. Es ergibtsich: h = 4ac� b24a = 2; 29 m

Unter Ber�ucksichtigung der H�ohe der Sprunglatte erh�alt man f�ur die Sprungh�ohe2:24 m.
(b) Eine Entfernung von 0; 5 m von der Absprungstelle bedeutet, dass x = 0; 5 seinmuss. Um diese Teilaufgabe zu l�osen, m�ussen die Sch�uler erkannt haben, dassdie Absprungstelle bei x = 0 liegt. Die Sch�uler berechnen also:

f(0; 5) = �1; 5 � 0; 52 + 2; 73 � 0; 5 + 1; 05 = 2; 04 m
Auch hier soll das Ergebnis anhand des Graphen �uberpr�uft werden.(c) Die Sch�uler erkennen, dass der Springer den Boden dort erreicht, wo sich dieNullstelle der Funktion be�ndet. Mit der L�osungsformel werden die Nullstellenbestimmt: x1 = 2; 15 m

x2 = �0; 33 m
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(d) Die Sprungweite unter Ber�ucksichtigung der Matte kann bestimmt werden, in-dem in die Funktionsgleichung y = 0; 6 eingesetzt wird. Somit kann wieder dieL�osungsformel verwendet werden:
0; 6 = �1; 5x2 + 2; 73x+ 1; 05

Zur Anwendung der L�osungsformel wird die Normalform ben�otigt:
0 = x2 � 1; 82x� 0:3

Als L�osungen erhalt man: x1 = 1; 97 m
x2 = �0; 15 m

V. Mathematische L�osungsevaluation
Die L�osungen x2 entfallen jeweils, da sie vor der Absprungstelle liegen und somit nichtm�oglich ist. Als eindeutige L�osungen f�ur die Sprungweiten mit bzw. ohne Matte erh�altman somit die L�osungen x1.

VI. Reale L�osungsevaluation
Von entscheidender Bedeutung f�ur die Unterrichteinheit ist die Motivation durch eintats�achlich stattgefundenes sporthistorisches Ereignis. Au�erdem sollte die Relevanzf�ur den Sportler verdeutlicht werden. Es muss zun�achst die optimale Absprungstellegefunden werden, um sportlichen Erfolg erlangen zu k�onnen. Ferner wird w�ahrend derErarbeitung der L�osung die F�ahigkeit entwickelt, unwichtige Informationen "auszu-blenden\. Dies ist besonders wichtig f�ur die in h�oheren Klassenstufen folgenden nochkomplexeren Aufgaben.
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Welche Schi�e d�urfen passieren?

Die Pfeiler der Tower Bridge sind von der Wasserober
�ache bis zum Grund derThemse 9 m tief. Da es sich um eine Zugbr�ucke handelt, k�onnen auch gro�eSchi�e zwischen den beiden Hauptpfeilern passieren. Dazu wird der Stra�enver-kehr auf der Br�ucke unterbrochen und die beiden Br�ucken
�ugel werden ange-hoben. Kleine Schi�e d�urfen auch den Raum zwischen Hauptpfeilern und Ufernutzen, der jeweils 26 m breit ist. Hierbei muss darauf geachtet werden, dassder Grund der Themse von den 9 m tiefen Pfeilern bis zum Ufer gleichm�a�igbis zur Wasserober
�ache ansteigt.Wie gro� d�urfen Schi�e h�ochsten sein, um die Br�ucke zwischen Hauptpfeilernund Ufer passieren zu d�urfen?

I. Problemsituation verstehen
Da der zu betrachtende Wassergrund eine Schr�age darstellt, d�urfen sich die Schi�enicht zu stark dem Ufer n�ahern. Der Abstand vom Ufer richtet sich zus�atzlich nachder Position des Schi�es zwischen Ufer und Pfeiler.

II. Realmodell
Der Abstand zwischen Br�ucke und Wasserober
�ache wird bei den Berechnungen nichtber�ucksichtigt, da nur der Tiefgang, nicht aber die H�ohe der Schi�e zu berechnen ist.

III. Mathematisches Modell
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Der schr�age Wassergrund kann mittels einer linearen Funktion beschrieben werden.Es sollte ein Sicherheitsabstandes von 1m zum Pfeiler ber�ucksichtigt werden. Die ma-ximal m�ogliche Querschnitts
�ache soll nun durch die Nutzung der linearen Funktionbestimmt werden.
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IV. Mathematische Berechnungen
Die lineare Funktion hat die Form f(x) = mx + n = � 926x � 9. Daraus ergibt sichfolgende maximal m�ogliche Querschnitts
�ache:

A = x � y
= x � �� 926x� 9�

Da die Nullstellen bei xN1 = 0 und xN2 = �26 liegt, muss die x-Koordinate desScheitelpunktes xS = �13 lauten. Da die Parabel nach unten ge�o�net ist, stellt derScheitelpunkt S(�13 j � 4; 5)ein Maximum dar. Der Fl�acheninhalt des Querschnittsbetr�agt somit A = 58; 5 m2, wobei dies der H�alfte der Dreiecks
�ache entspricht, dievon Wasserober
�ache, Grund und Pfeiler gebildet wird.
V. Mathematische L�osungsevaluation

Bei Ber�ucksichtigung des Sicherheitsabstandes zum Pfeiler verringert sich die maxi-mal m�ogliche Fl�ache um Asicher = 1 m � 4; 5 m = 4; 5 m2 auf Ages = 54 m2.
VI. Reale L�osungsevaluation

Im Unterricht muss mit den Sch�ulern herausgestellt werden, dass die Verwendungeines Rechteckes als Querschnitts
�ache des Schi�es eine grobe N�aherung ist undindividuelle Schi�stypen unber�ucksichtigt bleiben. Ferner sollte diskutiert werden, obein Sicherheitsabstand zum Grund der Themse in die Berechnungen h�atte einbezogenwerden m�ussen.
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Ein computergesteuerter Springbrunnen

Die Computersteuerung eines Springbrunnens kann den Druck des aus der D�useaustretenden Wassers variieren. Es wird intern die Bahnkurve der Wassertrop-fen berechnet, um sicherzustellen, dass die Tropfen auch bei starkem Windinnerhalb des Beckens auftre�en. Die D�use be�ndet sich in der Mitte des Was-serbeckens.
a) In welchen Bereichen des Beckens k�onnen die Wassertropfen des Spring-brunnens auftre�en?
b) Welche gr�o�te H�ohe erreichen die Tropfen? (Die Tropfen haben 1 m vonder D�use entfernt bereits eine H�ohe von 2 m �uberwunden.)c) An welcher Stelle des Beckens erreichen die Wassertropfen die gr�o�teH�ohe?
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Daten des Springbrunnens:
� H�ohe der D�use: 20 cm
� Ma�e des Beckens: 10 m� 18 m

I. Problemsituation verstehen
Bei Windstille entsteht als Flugbahn der Wassertropfen keine Parabel. Die dabeierreichte H�ohe h�angt von dem eingestellten D�usendruck ab, welcher f�ur diesen Fallunbekannt ist.

II. Realmodell�Uber den D�usendruck kann geregelt werden, dass die Wassertropfen innerhalb desBeckens auftre�en. Die maximal m�ogliche Parabel ergibt sich bei Wind aus Richtungeiner der vier Ecken des Beckens.

III. Mathematisches Modell
Die Bahn der Wassertropfen soll durch eine Parabel beschrieben werden, die durchdie Spitze der D�use verl�auft und eine Nullstelle in einer der Ecken des Beckens hat.Die Funktionsgleichung hat dann die Form f(x) = ax2 + bx + c. Die dazugeh�origeParabel soll durch die Punkte P1(s j 0), P2(1 j 2; 2) und P3(0 j 0; 2) verlaufen, wobeisich aus P3 die Erkenntnis c = 0; 2 ergibt.
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IV. Mathematische BerechnungenDie Entfernung s (D�use { Beckenecke) kann �uber den Satz des Pythagoras berechnetwerden.
s = p92 + 52

= 10; 3
Somit kann folgendes Gleichungssystem aufgestellt werden:

0 = a � 10; 32 + b � 10; 3 + 0; 2
2; 2 = a � 12 + b � 1 + 0; 2

Mit a = 2� b erh�alt man dann:
0 = (2� b) � 10; 32 + b � 10; 3 + 0; 2

�212; 38 = �95; 79b
b = 2; 22a = �0; 22

Die Funktionsgleichung lautet somit f(x) = �0; 22x2 + 2; 22x+ 0; 2Als Mittelpunkt der Nullstellen kann die x-Koordinate des Scheitelpunktes bestimmtwerden:
0 = x2 � 10; 09x� 0; 91

x1=2 = 10; 092 �
s�10; 092

�2 + 0; 91
x1 = 10; 3x2 = �0; 09

So ergibt sich der Scheitelpunkt S(5; 105 j 5; 8).
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V. Mathematische L�osungsevaluation
Die Wassertropfen erreichen also 5; 105 m von der D�use entfernt ihre maximale H�ohevon 5; 8 m.

VI. Reale L�osungsevaluation
Die Bedeutung der Nullstelle x2 sollte diskutiert werden, da der zwischen dieserNullstelle und der D�use verlaufende Parabelteil zwar existiert, aber dort nicht denVerlauf des Wassers beschreibt.
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Notlandung
Flugzeuge eines bestimmten Flugzeugtyps 
iegen bei Windstille mit einer H�ochst-geschwindigkeit von 850kmh . Aufgrund von Winden kann es zu Abweichungender Ankunftszeiten kommen.

Beim Flug der Route Frankfurt a.M. | Washington muss diese Ankunftszeitinnerhalb eines 90-Minuten-Zeitfensters liegen. Gr�o�ere Abweichungen darf derWind nicht verursachen, da sonst die Flugsicherheit gef�ahrdet w�are. Es m�usstezur Notlandung kommen.
a) Wie lange dauert der Flug mindestens, wie lange h�ochstens?b) Berechne die maximal erlaubte Windgeschwindigkeit, bei der noch keineNotlandung erfolgen muss!c) �Uberlege, welche weiteren Faktoren die Flugzeit beein
ussen k�onnen!

I. Problemsituation verstehenDie Fluggeschwindigkeit ist vom herrschenden Wind abh�angig, wobei zu gro�e Wind-geschwindigkeiten die Notlandung hervorrufen.
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II. RealmodellDie Entfernung Frankfurt a.M. | Washington kann mit 7000 km dem Altas ent-nommen werden. Die kleinste Geschwindigkeit wird bei Gegenwind, die gr�o�te beiR�uckenwind registriert. Also werden im Folgenden diese beiden Extremf�alle ber�uck-sichtigt.
III. Mathematisches ModellDa die Fluggeschwindigkeit als konstant angenommen werden soll, erh�alt man diefolgenden beiden Gleichungen:

v + vW = st� tF
v � vW = st

IV. Mathematische Berechnungen
v + vW = ssv�vW � tF

= ss�tF+tF vWv�vW
(v + vW )(s� tFv + tFvW ) = s(v � vW )

0 = tFv2W + 2svW � tFv2
0 = v2W + 2stF vW � v2

vW1=2 = � stF �
s� stF

�2 + v2
vW1=2 = �7000 km1; 5 h �

s�7000 km1; 5 h
�2 + �850 kmh

�2

vW1 = 77 kmhvW2 = �9410 kmh ! entf�allt
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Die Geschwindigkeit von 77 kmh liefert eine Minimalzeit von t1 = 9 h(Gegenwind)bzw. eine Maximalzeit von t2 = 7; 5 h(R�uckenwind).
V. Mathematische L�osungsevaluation

Bei Seitenwinden wird der Wert f�ur die Flugdauer zwischen t1 = 9 h und t2 = 7; 5 hliegen.
VI. Reale L�osungsevaluation

Der Flug k�onnte durch eine Zwischenlandung oder eventuelle Umwege beein
usstwerden, was die durchgef�uhrten Berechnungen nicht ber�ucksichtigen.

Ein lebenswichtiges Ger�at: Das Radar

"Radar\ ist ein Kurzwort f�ur die englische Bezeichnung "radio detecting andranging\ und bedeutet, dass ein Objekt durch Funkwellen aufgefunden und dieEntfernung bestimmt wird.
Ein D�usenjet (Typ A) tritt in A3 in das vom Radarschirm erfasste Gebiet ein,um
iegt auf schnellstem Wege einen in C3 be�ndlichen Felsen und tritt in C1wieder aus dem Radarfeld aus.
Drei weitere Jets (Typ B) treten aus NO-Richtung in das Radarfeld ein und
iegen geradlinig in Richtung SW. Die drei Jets 
iegen nebeneinander im glei-chen Abstand von jeweils 500 m. Die Radar-Software berechnet automatisch,wie viele m�ogliche Kollisionspunkte mit dem Typ A { Jet existieren. Hierf�urgibt die Software f�ur jeden der drei Typ B { Jets eine andere Anzahl dieserm�oglichen Kollisionspunkte aus.
Wo be�nden sich diese m�oglichen Kollisionspunkte?

I. Problemsituation verstehen
Es kann nur dann zu Kollisionen kommen, falls die Jets auf der gleichen H�ohe 
iegen.Deshalb werden die berechneten Punkte als "m�ogliche\ Kollisionspunkte bezeichnet.
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II. Realmodell
Da Gerade und Parabel h�ochstens zwei Schnittpunkte haben k�onnen, m�ussen diedrei Typ B -Jets mit der Route des Typ A - Jets keinen, einen und zwei m�oglicheKollisionspunkte besitzen.

III. Mathematisches Modell
Es bietet sich an, den Ursprung des Koordinatensystems in den Scheitelpunkt derFlugkurve des Typ A - Jets zu legen.
Aus geeigneten Punkten des Radars k�onnen nun die Funktionsgleichungen der Flug-bahnen aufgestellt werden.
Typ A:
Es ergibt sich f(x) = ax2 mit dem aus dem Koordinatensystem abgelesenen Eintritts-punkt P (1580 j 1840). Analog h�atte der Austrittspunkt aus dem Radarfeld gew�ahltwerden k�onnen.

1840 = a � 15802a = 0; 0007
f(x) = 0; 0007 � x2
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Typ B:
g1(x) = 500g2(x) = 0g3(x) = �500

IV. Mathematische BerechnungenM�ogliche Kollision 1:
f(x) = g1(x)0; 0007 � x2 = 500x1=2 = �845) P1(845 j 500) P2(�845 j 500)

M�ogliche Kollision 2:
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f(x) = g2(x)0; 0007 � x2 = 0x = 0) P3(0 j 0)
M�ogliche Kollision 3:

f(x) = g3(x)0; 0007 � x2 = �500x =2 R ) kein Kollisionspunkt
V. Mathematische L�osungsevaluation

Die Schnitte zwischen der quadratischen und den linearen Funktionen liefern erwar-tungsgem�a� zwei (P1 und P2), eine (P3) und keine L�osung.
VI. Reale L�osungsevaluation

Die Flugbahn vom Typ A - Jet kann als Parabel angenommen werden, da der Jetnicht den k�urzesten Weg (geradlinig), sondern den schnellsten Weg 
iegt. Um nichtam Felsen abbremsen zu m�ussen, ist eine m�oglichst gleichm�a�ig verlaufende Kurvezu w�ahlen, was durch die Parabel approximativ erreicht wird.
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