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KAPITEL 0

Herausbildung von Modellbildungskompetenzen

1. Mathematische Kompetenz

Kompetenzerwerb und Bildung stehen auf einer Stufe, beschreiben dieselben Fahigkeiten.
Klieme et al. (2003) argumentieren in einer Expertise zur Entwicklung nationaler Bil-
dungsstandards das Bildung, als Erwartung an Lernprozesse, Fahigkeiten von Subjekten
beschreibt, in der Gesellschaft miindig und selbstbestimmt handlungsfédhig zu sein. Kompe-
tenzen beschreiben gerade diese Fahigkeiten, die der Bildungsbegriff meint. Die vorliegende
Arbeit schlieft sich dem von Weinert definierten allgemeinen Kompetenzbegriff an. (vgl.
Weinert 2001).

Eine exakte Definition des Begriffs Mathematische Kompetenz gibt Niss (2003). Niss be-
schreibt Mathematische Kompetenz als Fahigkeiten in einer Vielfalt inner- und auflerma-
thematischer Kontexte und Situationen, in denen Mathematik eine Rolle spielt oder spielen

konnte, mathematisch zu handeln (zu verstehen, zu entscheiden und zu denken).

2. Modellbildungskompetenz

Unter Modellbildungskompetenz wird eine Gruppe von Kompetenzen (in gradueller Aus-
pragung) beschrieben, die sich dem Konzept der mathematischen Kompetenz unterordnet.
In Anlehnung an aktuelle Diskussionen zum Kompetenzbegriff kann somit von einem Kom-
petenzmodell fiir die Doméne mathematische Modellbildung gesprochen werden. (Klieme
et al., 2003, S. 61 ff.)

Es stehen bei der hier vorgenommenen Beschreibung von Modellbildungskompetenzen und

deren charakterisierenden Féhigkeiten hauptsachlich kognitive Merkmale im Vordergrund.

Das vorgelegte Konzept der Niveaustufen von Modellbildungskompetenzen (Stufenmodell)
wurde entwickelt, um Einsicht und Strukturierung in folgende wichtige Bereiche zu geben.
e Beschreibung von Fiahigkeiten und ihre graduelle Auspriagung

e Auswahl und Zuordnung von unterrichtlichen Inhalten

3



0. Herausbildung von Modellbildungskompetenzen

e kriteriumsorientierte Interpretation von Schiilerleistungen

e Operationalisierung von Zielsetzungen (Kompetenzerwerb)

Das Stufenmodell kann somit als deskriptives, normatives und metakognitives Hilfsmittel
Verwendung finden. (vgl. Niss, 2003)

2.1. Niveaustufen der Modellbildungskompetenz. Fiahigkeiten und Fertigkeiten

in der Modellbildung werden einer Niveaustufe zugeordnet.

e Stufe 1: Erkennen und Verstehen des Modellbildungskreislaufes
e Stufe 2: selbstdndige Modellbildung
e Stufe 3: Metareflexion iiber Modellbildung

Die vorgenommene Einteilung korrespondiert dabei mit den Kompetenzklassen der PISA-
Studie (OECD, 2000, S. 50) bzw. mit dem Kompetenz-Cluster Modell (OECD, 2003).

2.2. Modellbildungsfihigkeiten. Zur Charakterisierung der Niveaustufen werden
Fihigkeiten zugeordnet. Die Zuordnung basiert auf theoretischen Uberlegungen und prak-

tischen Ergebnissen aus entsprechenden Unterrichtseinheiten.

2.2.1. Stufe 1: Erkennen und Verstehen des Modellbildungskreislaufes. Die Niveaustu-
fe des Erkennens und Verstehens des Modellbildungskreislaufs wird néher charakterisiert
durch:

e die Fahigkeit, den Modellbildungsprozess zu beschreiben
e die Fahigkeit, einzelne Phasen zu charakterisieren
e die Fahigkeit, einzelne Phasen zu unterscheiden bzw. wéhrend eines Modellbildungs-

prozesses zu lokalisieren

2.2.2. Stufe 2: Selbstindige Modellbildung. Das Erreichen dieser Niveaustufe wird cha-

rakterisiert durch:

e die Féhigkeit, verschiedene Losungsansétze zu entwickeln



0. Herausbildung von Modellbildungskompetenzen

e die Féhigkeit zur Einnahme verschiedener Modellbildungsperspektiven (z. B. Alge-
bra, Geometrie, Stochastik)

e die Fahigkeit zur selbstindigen Modellbildung (Informationen abstrahieren; Aus-
wahl und Verkniipfung von Groflen; Mathematisieren; Modelllésung; Interpretation)

Der Grad der Kompetenzerweiterung liegt darin, dass die Schiiler selbsténdig ihr Wissen

differenziert anwenden, um die einzelnen Phasen der Modellbildung zu durchlaufen.

Ein geringer Grad innerhalb dieser Stufe ist das bloe Ausprobieren verschiedener Lésungs-
ansdtze. Ein hoherer Grad innerhalb dieser Stufe ist gegeben, wenn selbststindig neue
Losungsverfahren (die nicht zum bisherigen Wissensumfang der Schiilerinnen und Schiiler

gehort haben) entwickelt werden.

Eine Kompetenzerweiterung ist darin zu sehen, dass fiir ein Problem mehrere Modelle

gefunden werden bzw. ein Modell mittels dynamischer Modellbildung verfeinert wird.

2.2.3. Stufe 3: Metareflexion tiber Modellbildung. Metareflexion {iber den Modellbil-

dungsprozess und iiber die Anwendung von Mathematik wird charakterisiert durch:

e die Féhigkeit, (unabhéngig vom konkreten Problem) iiber Anwendungen der Ma-
thematik zu reflektieren

e die Fahigkeit zur kritischen Analyse des Modellbildungsprozesses

e die Fahigkeit, tiber den Anlass von Modellbildung zu reflektieren

e die Fahigkeit, Kriterien der Modellbildungsevaluation zu charakterisieren

Auf dieser Stufe werden allgemeine Probleme der Modellbildung erkannt, die Féahigkeit ent-
wickelt, kritisch zu beurteilen und allgemeine Zusammenhénge zu erkennen. Es findet eine
Reflexion iiber die Rolle von Modellen innerhalb der Wissenschaft und der Anwendung der
Wissenschaft statt. Auf dieser Stufe ist es nicht unbedingt notwendig, zuvor ein Problem
mittels Modellbildung bearbeitet zu haben. Denkbar ist hier die Analyse von Problemlose-
prozessen. D. h., ein fertiges Modell wird untersucht und die gezogenen Schlussfolgerungen
bewertet. (vgl. Jablonka, 1996, S. 163) Es werden Kriterien der Modellevaluation unter-
sucht. (Henning, Keune, 2002)
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Das vorgeschlagene Stufenmodell ist unabhéngig von der jeweiligen Schul- bzw. Bildungs-
stufe und kann zur Untersuchung eines Langsschnittes tiber Bildungsstufen (Primarstufe,
Sekundarstufe (I/II), usw.) eingesetzt werden. Als weitere Dimension kann zu den Niveau-
stufen das jeweilige Anforderungs-/Schwierigkeitsniveau der zugrunde liegenden Aufgabe

betrachtet werden.
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KAPITEL 1

Gelidndeplanung

1. Aufgabenstellung

AUFGABE 1. In einem ebenen Geldinde
kreuzen sich zwet Strafen rechtwink-
lig im Punkt O. Eine Strajfie verlduft
von Sid nach Nord (Strafie 1), die
andere von West nach Ost (Strafle
2). Des Weiteren verlduft in diesem
Geldnde eine Bahnlinie, die durch ei-
ne Funktion der Form y = f(z) =

Vax + b beschrieben werden kann. Ei-
ne dritte, ebenfalls geradlinig verlau-

fende Strafie, kreuzt die Bahnlinie 450 o

m ostlich und 400 m noérdlich von O
im Punkt S rechtwinklig. Die Kreu-
zung der Strafle 2 mit der Strafie 3

Bahnlinie

Stralie 1

Freize|tpark
=]

] 2 ' [ E] 10
Stralte 2

befindet sich 650 m &stlich von O (Punkt P). Die Straflen 2 und 3 sowie die
Bahnlinie begrenzen einen Freizeitpark vollstdndzg.

a) Ermitteln Sie je eine Gleichung fiir die Funktion, die den Verlauf der
Strafle 3 bzw. der Bahnlinie im Bereich des Freizeitparks beschreibt.
[Teilergebnis zur Kontrolle: y = f(x) = /4x — 2]

Von West nach Ost fihrt ein Autofahrer die Strafle 2 entlang und
biegt nach links in die Strafie 3 ein.
Um welchen Winkel dndert sich dabei die Bewegungsrichtung des Au-

tos?

b) 400 m é&stlich vom Punkt O befndet sich der Ausgang eines Tunnels
fiir Fuf3ginger (Punkt A). Die Bahnlinie soll nun eine neue Haltestelle
erhalten, die so angelegt werden soll, dass die Fufiginger vom Tunnel
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1. Gelédndeplanung

bis zur Haltestelle die kleinstmogliche Entfernung zuriicklegen mdiissen.
Berechnen Sie diese Entfernung.

Ein geradliniger Zugangsweg zum Haltepunkt B von der Strafie 3 soll
tangential zur Bahnlinie angelegt werden.

Stellen Sie eine Gleichung der Funktion auf, die den Verlauf des Weges
beschreibt und geben Sie ndherungsweise den Ort an, an dem sich die
Kreuzung dieses Weges mit der Strafie 3 befindet.

c) Der Freizeitpark hat eine Fldiche von 14% Hektar. Durch einen recht-
winklig zur Strafie 2 verlaufenden, geradlinigen Weg soll der Park in
zwet flichengleiche Stiicke zerlegt werden.

Berechnen Sie fiir diesen Fall die Koordinaten des Punktes Z, in dem
der Weg in die Strafle 2 miindet.

[Hinweis: Mehr als 50 Prozent der Parkfliche liegt unter der Kurve,
die die Bahnlinie beschreibt.]

2. Lernziele

Wissensziele: Die Schiiler kennen...
e funktionelle Zusammenhdnge und den Funktionsbegriff;
e verschiedene Vorgehensweisen zur Bestimmung von Funktionsgleichungen;
e die Modellbildung als Erkenntnismethode;
e den Zusammenhang zwischen erster Ableitung und dem Anstieg in einem Kur-
venpunkt.
Konnensziele: Die Schiiler...
e konnen von einem realen auf einen mathematischen Zusammenhang schlieflen;
e sind in der Lage, Extremwertaufgaben zu lésen;
e sind in der Lage, sich selbststéindig einen geeigneten Mafistab fiir eine Aufgabe
zu suchen, die metrische Angaben enthélt;
e konnen Tangentengleichungen in einem Punkt eines Graphen bestimmen;
e konnen aus einer gegebenen Fléche gesuchte Parameter (zum Beispiel die obere
Integrationsgrenze) mit Hilfe der Integralrechnung bestimmen.

3. Fachwissenschaftliche Grundlagen

Insgesamt wird bei der gesamten Aufgabe - bei der es sich im Ubrigen um eine Abiturauf-
gabe aus dem Leistungskursabitur von 1997 aus Sachsen-Anhalt handelt - vor allem die
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1. Gelédndeplanung

Differentialrechnung bendtigt. Dabei miissen sich die Schiiler zunéchst fiir die gegebenen
Daten einen geeigneten Mafistab auswéhlen. Es bietet sich hierbei an, dass eine Einheit
im Koordinatensystem 100 Meter im Geldnde entspricht. Aulerdem sollten die Schiiler
in der Lage sein, vom gesamten Sachverhalt eine Skizze anzufertigen. Des Weiteren wird
das Wissen der Schiilerinnen und Schiiler iiber Wurzelfunktionen und lineare Funktionen

vorausgesetzt. In der letzten Teilaufgabe ist das Kalkiil der Integralrechnung anzuwenden.

4. Didaktische Reflexion

Vor dem Beginn der Bearbeitung der Komplexaufgabe wurde mit den Schiilern ein einheit-
licher Mafstab fest gelegt. Wie auch vom Lehrenden geplant, schlugen die SchiilerInnen
den Mafistab 1 : 10.000 vor, sodass also eine Einheit im Koordinatensystem 100 Meter im
Gelénde entspricht. Die gegebenen Daten wurden anschlieSend noch ein Mal an die Tafel

geschrieben:

Mafistab: 1 : 10.000
S(4,5]4)
P(6,5]0)

0(010)

4.1. Teilaufgabe a). Der Verlauf der Strafle 3 war in selbststandiger Schiilerarbeit zu
ermitteln, was ohne Probleme verlief, da es sich hierbei um eine lineare Funktion handelte.

4—-0
Mit P(6,5 | 0) € g folgt dann: n = 13 und somit

g(x) = —2x+ 13

Der Verlauf der Bahnlinie wurden im Lehrer-Schiiler-Gesprich gemeinsam berechnet. Auf

Grund der sehr guten Ideen der Schiiler gab es auch hier keine weiteren Probleme.
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1. Gelédndeplanung

S € f(x) = f(4,5) = 4; weiterhin f'(4,5) = 0,5, da die Bahnlinie die Strae 3
senkrecht im Punkt S kreuzt (folgt aus m; - my = —1)

r)=+vaxr+b= ar +b0): = fl(z) = ——
Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert das folgende Gleichungssystem:

I)4=+4,5a+0b

a
I1) 0,5 = m.

Einsetzen von Gleichung I in Gleichung II liefert:

0,5 = 2;21 = a=4.

Durch Einsetzen von a in Gleichung I erhélt man den zweiten Parameter:
42=4,5-4+b

16=184+b=0bb= -2

f(x) = VI =2

Der Winkel, der die Anderung der Bewegungsrichtung des Autos beschreibt, lisst sich iiber

den Anstiegswinkel der Strale 3 bestimmen.

tana’ = —2 = o’ = 63,4°
Anderung der Bewegungsrichtung: oo = 180° — o/ = 116, 6°

Auch diese Aufgabe konnte von den Schiilern selbststéndig gelost werden und wurde nur

verglichen.
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1. Gelédndeplanung

4.2. Teilaufgabe b). Zur Berechnung der minimalen Entfernung muss zunéchst der
Punkt B berechnet werden. Dieses Extremwertproblem lédsst sich mit Hilfe des Satzes von

Pythagoras losen.

Hauptbedingung: s? = (4 — x)? + 3>

Nebenbedingung: y? = [f(z)]? = 42 — 2

Zielfunktion: s*(z) = (4 — x)* + (4o — 2) = 2? — 4o + 14

Wird s? minimal, so auch s.

(2(2)) = 20 — 4 [2(a))" =2

0=2r—4= x5 =2; Wegen [s*(2)]” =2 > 0 ist x5 = 2 auch tatsiichlich ein lokales
Minimum. Der Funktionswert von B ergibt sich durch Einsetzen in die Funktion f,
also f(2) =v4-2—-2=+6= B(2|V6)

Die minimale Entfernung wiederum ergibt sich durch Einsetzen von zp = 2 in
s3(x), also s2(2) =22 —4-24+ 14 =10 = s = /10 = 3, 16

Antwort: Die kleinstmogliche Entfernung zwischen Tunnelausgang und Halte-
stelle betrdagt 316 Meter.

Das Aufstellen der Haupt- und Nebenbedingung sowie der Zielfunktion erfolgte im Lehrer-
Schiiler-Gespréch. Die Berechnung der Koordinaten des Haltestellenpunktes sowie das Aus-
rechnen der minimalen Entfernung gelang den Schiilern in selbststandiger Arbeit.

Ebenfalls in selbststéandiger Arbeit gelang den Schiilern das Aufstellen der Tangentenglei-
chung im Punkt B.

e 4 2 V6
‘f@)‘zm N
Bet= 6= \/_2+n:> %

1 1
= g\/él‘-f-g\/é

Zur ndherungsweisen Berechnung der Kreuzung des Zugangsweges mit der Strafle 3 be-
rechnet man einfach die Wurzeln in der Tangentengleichung auf einige Dezimalen genau.
Ein Weiterrechnen mit den Wurzeln ist sicherlich auch moglich, steigert den Rechenauf-
wand jedoch erheblich. Der Ort der Kreuzung ergibt sich dann aus dem Schnittpunkt des
Zugangsweges mit der Strafle 3. Auch diese Aufgabe konnten die Schiiler eigenstéandig 16sen.
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1. Gelédndeplanung

Néaherungsweise gilt fiir die Tangente ¢t: y = 0,816x + 0,816. Die Koordinaten der
Kreuzung K ergeben sich aus der Bedingung K =t N g, also

0,816z + 0,816 = —22 + 13 = 2 = 4,32 = ¢(4, 32) = 4, 36.
K (4,32 | 4,36)

Antwort: Die Kreuzung befindet sich 432 m 6stlich und 436 m noérdlich vom Punkt
0.

4.3. Teilaufgabe c). Zur Berechnung der Koordinaten des gesuchten Punktes Z ist
die Integralrechnung anzuwenden. Auf Grund des Hinweises ist dabei aber nur das Integral
unter der Bahnlinie zu beachten. Zunéchst ist jedoch die untere Integrationsgrenze zu

bestimmen, die sich aus der Nullstelle der Funktion f(z) ergibt. Diese ergibt sich zu xg = %

u

1 22
§A:§:/\/4x—2d:c:/(4x—2)%dx
3

N

2 = V2P 2y 5 -2 = 2P
3 6 6 2 6
1936 = (4u — 2)*
19363 + 2
4
u~3,62= 2Z(3,62]|0)

Antwort: Der Punkt Z befindet sich 362 m ostlich von O.

u =

5. Methodische Hinweise

e Die Festlegung des Maflstabs mit 1:10.000 ist nicht zwingend, empfiehlt sich jedoch,
da es sich dann im Folgenden mit den Einheiten im Koordinatensystem wie gewohnt
arbeiten lasst.

e Das Aufstellen der Gleichung der Strafie 3 sollte von den Schiilern auf jeden Fall
in selbststandiger Arbeit durchgefithrt werden, da es sich hier nur um eine lineare
Funktion handelt und das benotigte Wissen bereits aus Klasse 8 vorhanden sein
sollte. Das Herleiten der Funktion fiir die Bahnlinie ist etwas schwieriger. An dieser
Stelle sollte man den Schiilern eventuell etwas Zeit lassen, selbst eine Losung zu
finden und nur in angeleitete Schiilerarbeit iibergehen, wenn sich gréfiere Probleme
zeigen sollten. Den Hinweis, dass es sich um eine Aufgabe auf Abiturniveau handelt
und die Schiiler die Losung daher eigentlich selbststéindig finden sollten, sollte man
geben.

14



1. Gelédndeplanung

e Bei der Winkelberechnung ist mit den Schiilern auf jeden Fall zu diskutieren, warum
es sich um den gréfleren der beiden Komplementwinkel handelt und nicht um jenen,
der sich aus der Berechnung iiber den Tangens ergibt. An Hand einer Skizze lésst
sich dies gut erldautern.

e Bei der Losung der Extremwertaufgabe sollte man die Schiiler dahin fiithren, dass
sie erkennen, dass auch s(z) minimal wird, wenn dies fiir [s(z)]? zutrifft. Man kann
zwar auch mit s(z) weiterrechnen, jedoch handelt es sich dabei um eine nicht allzu
leichte Wurzelfunktion, was den Rechenaufwand stark erhoht. Des Weiteren sollten
die Schiiler fiir das Abitur auch in der Lage sein, solche Sachverhalte zu erkennen
und effektiv bei ihren Rechnungen zu nutzen.

e Bei der ndherungsweisen Berechnung der Kreuzung des Zugangsweges von der Hal-
testelle mit der Strafle 3 ist vorher mit den Schiilern zu vereinbaren, auf wie viele
Stellen nach dem Komma die Wurzeln gerundet werden sollen. Dies erleichtert das
Vergleichen der Ergebnisse, da sich die Rundungsfehler auf das Ergebnis, d.h. den
Schnittpunkt, auswirken.

e Die ndherungsweise Bestimmung des Punktes Z kann auch iiber das Newton-Ver-
fahren erfolgen. Sollte es die Unterrichtszeit erlauben, bietet sich hier eine gute
Moglichkeit, diese Art der Nullstellenbestimmung zu wiederholen. Es ist dann die
Gleichung (4u — 2)% — 1936 = 0 zu 16sen.

e Da es sich bei den meisten Teilaufgaben um Anwendungsaufgaben handelt, sind
durch die Schiiler im Allgemeinen auch Antwortsétze zu formulieren.

e Auswertung im Sinne der Modellbildung;:

Im Anschluss an jede Teilaufgabe wurde mit den Schiilern der Modellbildungskreis-
lauf noch ein Mal durchgegangen. Aufgabe der Schiiler war es hierbei, einen Bezug
zwischen diesem Kreislauf und der eben behandelten Aufgabe herzustellen. Es zeig-
te sich dabei, dass die Schiiler diesen Bezug nicht direkt herstellen und sich nicht
von der Aufgabe losen konnten, obwohl die Anweisung des Lehrers dies konkret
vorschrieb. (“Erldutert die Phasen des Modellbildungkreislaufs an Hand der eben
behandelten Aufgabe.®)

Erst nach einigen Hinweisen durch die Lehrkraft konnten die Schiiler konkret er-
lautern, an welcher Stelle ein mathematisches Modell zum Tragen kam und welche

Fehler es aufweisen konnte (z. B. Vernachléssigung der Breite der Strafien).
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KAPITEL 2

Uberdachung einer Tribiine

1. Aufgabenstellung

AUFGABE 1. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(6 |
—1222), B(38|4|22) und M(19 | 2 | 19) sowie die Ebene E; : 2x1—4xs+513—65 = 0
gegeben.

a) Die Punkte A, B und M bestimmen eine Ebene E.
Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E, und bestimmen
Sie das Gradmajfl des Winkels, den diese Ebene mit der x,x,-FEbene
einschliefst.

(Mégliches Ergebnis zur Kontrolle: Ey : —x1 + 215 + 5x3 — 80 =0)

b) Die Punkte A und B seien Eckpunkte, der Punkt M sei Schnittpunkt
der Diagonalen eines Parallelogramms ABCD.
Ermitteln Sie die Koordiaten der Punkte C und D und zeigen Sie, dass
dieses Parallelogramm ein Rechteck ist.

Das Dach tiber dem Teilbereich einer
Tribiine sei durch das in Aufgabe b) ge-
nannte Rechteck ABCD beschrieben. Die
r129-Ebene sei die Horizontalebene. In
den Punkten C und D ist das Dach an
zwei senkrecht (bzgl. der Horizontalebe-

ne) stehenden Masten befestigt. Von den =
Punkten S1(0 | 0| 26) und S5(32 | 16 | 26) e ITiDUNe 488

der Masten fiihrt jeweils ein Befesti- Skizze nicht maBstablich

gungsseil zum Punkt A bzw. zum Punkt
B. Die Tribiine liegt in der Ebene FE,. Eine Finheit im Koordinatensystem
entspricht einem Meter.
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2. Uberdachung einer Tribiine

c)

d)

f)

Im Punkt M soll ein Kontrollgerit installiert werden. Aus technischen
Griinden ist ein Abstand zur Tribiine von mindestens 9 m vorgeschrie-
ben.

Priifen Sie, ob diese Vorschrift erfiillt wird.

Berechnen Sie den Inhalt der iiberdachten Fldiche.

(Hinweis: Ermitteln Sie zundchst die Eckpunkte A’, B’, C’ und D’ der
iiberdachten Fléche.)

Erldutern Sie kurz, wie sich die Gréfie des Winkels zwischen Dach
und Tribiine auf die iiberdachte Fldche auswirkt.
Aus dsthetischen Griinden soll die Dachfliche begriint werden. Das
Wachstum des Grases kann dabet durch eine Funktion der Form

Zeat

fa(t) = o 129

beschrieben werden, wobei f(t) die Héhe (in dm) des Grases zur Zeit t
bedeutet. (a € R,a > 0,0 <t <200, t in Tagen)
Es 1st bekannt, dass die verwendete Grassorte nach 10 Tagen im Durch-
schnitt eine Hohe von 1 cm aufweist.
Weisen Sie nach, dass fiir den Parameter a ~ 0,04 gilt.

Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem die Wachstumsgeschwindigkeit
des Grases am gréfditen ist.
0,0928¢%:04¢(29 — ¢0:01)

(004 1 29)3

(Teilergebnis zur Kontrolle: [foo(t)]" =

Erldutern Sie die Grenzen dieser mathematischen Modellbildung.

Auf Grund der im Punkt A angreifenden Gewichtskraft, die einen Be-
trag von

|ﬁg| = 10.000 N hat, ist es erforderlich, fiir die Befestigungsseile eine
bestimmte Materialsorte auszuwdhlen.

Berechnen Sie die auf die Seile wirkende Zugkraft ﬁs und begrinden
Sie, fiir welches der folgenden Materialien Sie sich entscheiden wiirden.

Material ‘ Zugfestigkeit (in N)

1 10.000
2 14.000
3 15.000
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2. Uberdachung einer Tribiine

(Hinweis: Die Kraft ﬁG ldsst sich in eine Komponente, die in Richtung
der Seile wirkt (fg ) und in eine Komponente, die in Richtung des
Punktes D wirkt (Fp), zerlegen.)

2. Lernziele

Wissensziele: Die Schiiler kennen...
e funktionelle Zusammenhinge und den Funktionsbegriff;
e verschiedene Darstellungen von Ebenen und Geraden;
e kennen die Modellbildung als Erkenntnismethode.
Konnensziele: Die Schiiler...
e konnen Ebenengleichungen bestimmen;
e sind in der Lage, Winkel zu berechnen;
e konnen Abstiande sowie Fliacheninhalte berechnen;
e konnen den Parameter einer Funktionenschar aus gegebenen Werten ermitteln;
e konnen die Mittel der Analytischen Geometrie auf auflermathematische Sach-

verhalte anwenden.

3. Fachwissenschaftliche Grundlagen

Auch bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine ehemalige Priifungsaufgabe aus Sachsen-
Anhalt. Der Teil, der sich mit analytischer Geometrie beschéftigt, stammt dabei aus dem
LK-Abitur 2000, die Exponentialfunktion stammt aus dem Analysis-Teil von 2004 (eben-
falls LK).

Zur Losung der gesamten Aufgabe miissen die Schiiler hauptséchlich mit Ebenen umgehen
sowie diese in verschiedenen Darstellungsformen berechnen konnen. Des Weiteren sollten
die Schiiler in der Lage sein, Abstdnde zu ermitteln, wobei die Hessesche Normalenform
nicht unbedingt bekannt sein muss, jedoch die Berechnung eines Abstandes zwischen Punkt
und Ebene erleichtert.

Die Teilaufgabe, die sch mit dem Wachstum des Grases beschiftigt, beinhaltet eine Ex-
ponentialfunktion. Zum Losen der Aufgabe sollten also entsprechende Fihigkeiten zum
Differenzieren von Exponentialfunktionen vorhanden sein.

Zum facheriibergreifenden Wissen gehort hierbei das Hintergrundwissen iiber Kréfte. Die
Schiiler miissen zwar keine genauen physikalischen Kenntnisse besitzen, sollten jedoch
schon wissen, wie man mathematisch Kréfte als Vektoren behandelt und dass man Kréfte
- wie auch ,normale” Vektoren - in verschiedene Komponenten, d.h. Teilkréifte, zerlegen
kann.
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2. Uberdachung einer Tribiine

4. Didaktische Reflexion

4.1. Stundeneinstieg - Herleitung der Ableitung der natiirlichen Exponenti-
alfunktion. Da den Schiilern das Wissen zur Ableitung der natiirlichen Exponentialfunk-
tion bis hierhin fehlte, dies zur Losung der Teilaufgabe e) jedoch notwendig war, wurde

dies zunédchst im Lehrer-Schiiler-Gespréach besprochen.

f@) = e
oy — g fEED) =)

h—0 h
z+h e”

e
= lim
h—0 h
eTel — e
= lim
h—0 h

. et(eh 1)
= lim ——~
B h

el —

= €. lim
h—0

h | 01 | oo1r | 0001 | 00001

=1 11,0517... | 1,005... | 1,0005... | 1,00005...
€h

€

= lim =1

h—0
= fl(z)=e"-1=¢"

Beispiele:

(1) f(x) =e* = f'(z) = 2e*
1, 1 1
(2) f(z) =eV® = f(z) = §x_56x = meﬁ

4.2. Teilaufgabe a). Zunichst war eine Gleichung der Ebene F5 durch die Schiiler
in selbststandiger Arbeit zu ermitteln. Ein Vergleich fand an der Tafel statt. Weiterhin

konnten die Schiiler auch den gesuchten Winkel selber bestimmen.
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2. Uberdachung einer Tribiine

6 32 13
Ey: 2=\ =12 | +r| 16 | +s 14
22 0 -3
32 13 —48
g = 16 | x| 14 | =] 96
0 -3 240

= —48x1 + 9629 + 24025 = —d
A€ Ey = d=—3840

gegeben ist:

EQ . —$1+2l’2+5$3—80:0
Der Winkel berechnet sich wie folgt:

-1 0

|ﬁE2 o ﬁm3:0| o i) 1 5

‘ﬁEQ‘ ’ ‘ﬁm:O‘ B v30-1 B v/ 30
a =~ 24,09°

cosa =

Mit Division durch 48 folgt dann die Ebenengleichung, die auch als Kontrollergebnis
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2. Uberdachung einer Tribiine

4.3. Teilaufgabe b). Die Ermittlung der tibrigen Punkte des Vierecks sowie der
Nachweis, dass ABCD ein Rechteck ist, erfolgte zwar im Lehrer-Schiiler-Gespréch, jedoch
kamen die Losungsideen allein von den Schiilern.

6 13 32
— — —
OC=0A+2AM = | —12 | +2| 14 | =] 16
22 —3 16
= C(32]16 ] 16)
38 ~19 0
— — —
OD=0B+2BM=| 4 |+2] =2 | =] o
22 —3 16
= D(0]0] 16)

Das Parallelogramm ABCD ist genau dann ein Rechteck, wenn die Seiten AB und
S —_— —
AD senkrecht aufeinander stehen. Dies ist der Fall, wenn AB e AD = 0 gilt.

32 —6
16 o] 12 | =32-(=6)+16-124+0=0
0 —6

= Das Parallelogramm ABCD ist ein Rechteck.

4.4. Teilaufgabe c). Da die Hessesche Normalenform den Schiilern bekannt war, wa-

ren sie in der Lage, dariiber den gesuchten Abstand zu berechnen.

B - 2.1’1-4.1’2"‘5.1’3-65
1' \/E

2-19—4-2+5-19—65_ 60

V45 V45

Antwort: Der Abstand erfiillt nicht die technischen Bedingungen, da er um etwa 6

=0

d(M, Ey) = ~ 8,944 < 9

cm zu klein ist.

4.5. Teilaufgabe d). Zur Berechnung des Fliacheninhaltes der iiberdachten Fliche
war es zunéchst Aufgabe der Schiiler, die Eckpunkte dieser Fldache zu bestimmen. Auch
hier fanden die meisten Schiiler einen Ansatz. Die ersten beiden Punkte wurden im Lehrer-
Schiiler-Gespréach bestimmt, die restlichen beiden durch die Schiiler ins selbststandiger Ar-
beit. Die Berechnung des Flécheninhaltes selbst gelang auch den meisten Schiilern, wobei
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2. Uberdachung einer Tribiine

verschiedene Schiiler unterschiedliche Methoden verwendeten. Einige nutzten das Kreuz-
produkt, einige andere berechneten zunéchst zwei Seitenlédngen. (Im Folgenden ist nur die
Methode iiber das Kreuzprodukt beschrieben.)

Da die Punkte A’, B’, C’ und D’ die senkrechten Projektionen der Punkte A, B, C
und D sind und in der Ebene F; liegen, gilt zum Beispiel fiir den Punkt

A’ A(6 | =12 | z3) € Ey. Einsetzen des Punktes in die Ebene liefert
2-6+4-1245x3 = 65 und somit x3' = 1. Der Punkt B’ liegt auf derselben Hohenlinie
wie A’ und somit ist auch die x3’-Koordinate von B’ gleich 1.

= A6 -12]1)
= B/(38]4|1)

Durch die Bedingung D’(0 | 0 | z3") € E; ergeben sich dann auch die tibrigen zwei
Punkte.

= C'(32]16 | 13)

= D'(0]0]13)
Die Flache ergibt sich aus
32 —6 192
A=|AB"x AD'| = 16 | x 12 = —384 = V414720
0 12 480
= A~ 644 m®

Vergroflert sich der Winkel zwischen Dach und Tribiine, so nimmt die {iberdachte
Fléache ab.

4.6. Teilaufgabe e). Da die gesamte Aufgabe in einer Doppelstunde nicht zu schaf-
fen war, wurde in der néchsten Woche an dieser Stelle fortgesetzt.
Zunéchst wurde mit den Schiilern besprochen, wie man vorgehen muss, um den Zeitpunkt
zu bestimmen, an dem die Wachstumsgeschwindigkeit maximal ist. Zwar erkannten die
meisten Schiiler, dass es sich hier um eine Extremwertaufgabe handelte, verstanden je-
doch zuné&chst nicht, warum der Wendepunkt der Funktion gesucht ist. Im Lehrer-Schiiler-
Gesprach wurde dann geklirt, dass die maximale Wachstumsgeschwindigkeit der maxi-
malen Anderungsrate der Hohe des Grases entspricht. Die Anderungsrate wiederum ist
charakterisiert durch die erste Ableitung der Funktion. Es ist also nicht der Extremwert
der Funktion selbst, sondern der Extremwert der ersten Ableitung gesucht, der aber mit
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2. Uberdachung einer Tribiine

dem Wendepunkt der Funktion gleich zu setzen ist. Die Losung der gesamten Aufgabe
wurde mit den Schiilern zusammen an der Tafel entwickelt.

Die Aufgabe zu den Grenzen der mathematischen Modellbildung des Graswachstums wur-
de mit den Schiilern diskutiert. Sie erkannten dabei sehr gut, dass die gegebene Funktion
nur das mittlere Wachstum beschreiben kann und das Wachstum des Grases beispielsweise

wetterabhéngig ist oder es sein kann, dass es zwischendurch geméht wurde.

2¢
alt) = ———=5
f ( ) eat + 29
u(t) = 2"  u'(t) = 2ae™
v(t) =e"+29 V() = ae™

1) = 2ae (e 4 29) — 2e™ae™  2ae*™ + 58ae™ — 2ae*™  58ae™
v (eot + 29)2 B (eot + 29)2 (et +29)2
u(t) = H8ae™ W' (t) = 58a*e

v(t) = (e +29)% v'(t) = 2ae™(e™ + 29)
f "(t) B 58a2eat(eat + 29)2 — 58a€at . 2a€at(eat + 29) B 58a2€2at + 1682@26‘” . 116a2€2at
a - (eat + 29)4 o (eat + 29)3
1682a%e™ — 58a%e?®  58a%e(29 — )
(eat + 29)3 o (eat 4 29)3

0, 09286004 (29 — (004t
= food"(t) = 0,04 ( 3 )
(€004t 4 29)

Die Wendestelle erhélt man aus der Nullstelle der zweiten Ableitung, also

food(£) =0 < 0,0928"%(29 — ) = 0 &5 29 — " = 0
In 29

~ 84
0,04
Antwort: Am 84. Tag ist die Wachstumsgeschwindigkeit maximal.

& MM =295 0,04t =129 &t =

4.7. Teilaufgabe f). Zwar mangelte es den Schiilern bei dieser Aufgabe nicht an
Losungsvorschlidgen, jedoch zeigte sich, dass ihnen die Verkniipfung zwischen Mathematik
und Physik nicht richtig gelang. Die meisten Ansétze der Schiiler legten die Beziehung
F = m-a zu Grunde, was hier jedoch nicht zur Losung fithrt. Die Schiiler kamen nicht auf
die Idee, dass man die Gewichtskraftkraft in ihre Komponenten zerlegen und einfach wie
,hormale® Vektoren behandeln kann und somit zu einem mathematischen Modell iibergeht.
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2. Uberdachung einer Tribiine

Daher wurde auch diese Aufgabe im Lehrer-Schiiler-Gespréch unter Verwendung der Tafel
gelost.

— — —_— g
FG = FS+FD:M51A+/\AD

0 6 —6
0 = u| =12 | +X] 12
—10000 —4 —6
Man erhélt folgendes LGS:
6p—6N = 0
—12u+12\ = 0
—4p —6X = —10000
Aus der ersten und zweiten Gleichung folgt 1 = A, was in die dritte Gleichung
eingesetzt
—4p — 6 = —10000
—10p = —10000
@ = 1000
liefert. Den Betrag der Kraft F erhilt man dann aus
6
|Fs| = [1000 | —12
—4
6000
= —12000
—4000

= 14000 N

Antwort: Material 2 wiirde zwar geniigen, jedoch sollte man auf Nummer sicher
gehen und sich fiir Material 3 entscheiden, da zum Beispiel die Zugkrifte auf die

Seile durch Wind und Wetter verstarkt werden konnten.
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2. Uberdachung einer Tribiine

5. Methodische Hinweise

e Die Aufgabe wurde gezielt aus Elementen der Analysis als auch der Analytischen
Geometrie zusammengesetzt, um die Schiiler auf das Abitur vorzubereiten, da sie
dort ebenfalls zwischen den verschiedenen Gebieten der Mathematik umdenken
miissen.

e Die ersten beiden Teilaufgaben sollten die Schiiler eigentlich selbststéndig l6sen
koénnen, da es sich hier nur um Aufgaben aus dem Anforderungsbereich I handelt.
Es geniigt, die Ergebnisse im Anschluss zu vergleichen oder einen Schiiler zu bitten,
seine Ergebnisse an der Tafel vorzustellen. Bei Aufgabe b) sollte man mit den
Schiilern noch ein Mal diskutieren, warum es geniigt zu zeigen, dass zwei Seiten
senkrecht aufeinander stehen.

e Bei der Berechnung des Abstandes (Aufgabe c)) gibt es grundsétzlich zwei Moglich-
keiten. Kennen die Schiiler die Hessesche Normalenform, so ist die Ermittlung des
Abstandes vergleichsweise einfach. Eine zweite Moglichkeit liefert die Losung iiber
die Ermittlung des Lotfulpunktes, wenn man das Lot des Punktes M auf die Ebe-
ne F; fallt. Diese Rechnung ist zwar aufwéndiger, sollte aber zumindest qualitativ
besprochen werden.

e Auch bei Aufgabe d) gibt es verschiedene Losungsmoglichkeiten. Zum Einen kann
man die Projektionspunkte {iber den Schnitt des Lotes des jeweiligen Punktes mit
der Tribiinenebene bestimmen. Zum Anderen gibt es aber auch die unter Punkt 3.5
angefiihrte Variante. In der durchgefiihrten Unterrichtsstunde kamen die Schiiler auf
beide Varianten. Als Lehrer sollte man dann die Schiiler aber auch dahin fiihren,
dass sie die elegantere Methode verwenden, um sich Rechaufwand zu sparen.

e Die gegebene Exponentialfunktion stammt aus der LK-Abiturpriifung Sachsen-
Anhalt 2004. Dies war eine vergleichsweise schwere Funktion. Empfehlenswert ist
daher die Losung dieser Aufgabe im Lehrer-Schiiler-Gespréich. Man sollte allerdings
nicht vergessen, die Schiiler darauf hinzuweisen, dass der Nachweis der Extrem-
stelle (der ersten Ableitung) bzw. der Wendestelle eigentlich erfolgen miisste, d.h.
die hinreichende Bedingung ist zu iiberpriifen. Dies kann entweder iiber die drit-
te Ableitung geschehen oder man nutzt das Vorzeichenwechselkriterium. Nur aus
Zeitgriinden wurde dieser Nachweis weggelassen.

e Bei der Bearbeitung der letzten Teilaufgabe zeigte sich, dass die Schiier die Ver-
kniipfung zwischen Mathematik und Physik nicht richtig herstellen konnten. Der
Begriff “Kraft® ist fiir die Schiiler etwas Physikalisches und daher kamen auch nur
Losungsvorschliage iiber das Newtonsche Grundgesetz, d.h. das facheriibergreifende
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2. Uberdachung einer Tribiine

Denken der Schiiler ist nicht hinreichend ausgepragt. Selbst die Schiiler der Klasse,
die auch Physik belegen, konnten sich nicht von der physikalischen Denkweise 16sen.
Der Ansatz iiber die Zerlegung der Gewichtskraft in die beiden Komponenten und
das Aufstellen eines Gleichungssystems ist ndmlich ein rein mathematischer, d.h. es
ist ein mathematisches Modell. Nach dem Aufstellen des Gleichungssystems jedoch
waren die Schiiler in der Lage, den Rest der Aufgabe selbststandig zu bearbeiten.
Da es sich bei dieser Aufgabe ebenfalls wieder um eine Anwendungsaufgabe han-
delte, sollten auch hier nicht die Antwortsétze vergessen werden.

Auswertung im Sinne der Modellbildung:

Auch hier wurde wieder nach jeder Teilaufgabe, die ein mathematisches Modell zu
Grunde legte (also zum Beispiel nicht bei Aufgabe a) und b), die rein mathematische
Aufgaben sind), versucht, eine Verkniipfung zum Modellbildungsprozess herzustel-
len. Anders als bei der Gelédndeplanung gelang es den Schiilern hier deutlich besser,
einen Bezug zu den einzelnen Phasen und Aktivitdten der mathematischen Model-
lierung herzustellen. Insbesondere bei der Aufgabe zur Begriinung des Daches wa-
ren die Schiiler in der Lage, Fehler und Unzulénglichkeiten des Modells anzufiihren.
Bemerkenswert ist dabei vor allem die Tatsache, dass die Schiiler Fehler des Mo-
dells sehr wohl erkennen, jedoch nicht das Modell selbst in Frage stellen. (“Wieso
beschreibt die gegebene Funktion iiberhaupt das Graswachstum? Kann man mit
dieser Ebenengleichung tatséchlich die Tribiine beschreiben?“) Um die Schiiler zu
befdhigen, auch ein gesamtes Modell zu hinterfragen und gegebenenfalls selbst en
neues aufzustellen, konnten kommende Unterrichtsstunden konkret auf dieses Ziel

hin geplant werden.
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KAPITEL 3

Vom Fliegen

1. Lernziele und didaktische Vorbetrachtungen

Lernziele: Die Schiiler kennen
e die Grundlagen der Linearen Algebra und Analytischen Geometrie (Gaufiver-
fahren, Geradengleichungen, Ebenen und deren geometrische Festlegung durch
Geraden oder Punkte, Skalarprodukt, Winkelbestimmung, Kreisbogen),
e physikalische Grundgesetze der Kinematik, Bewegungsgleichungen fiir gleichférmi-
ge Bewegung § = 5 + tv.
Konnensziele: Die Schiiler kénnen
e ihr mathematisches Wissen auf einen physikalischen / technischen Sachverhalt
anwenden,
e Modelle in verschiedenen Reprisentationsformen aufstellen und bewerten (ver-
bal, symbolisch, mathematisch),
e Zusammenhénge zwischen den einzelnen Modellen herstellen,
e Geradengleichungen in Parameterform aufstellen und graphisch darstellen,

e Gaufiverfahren zur Losung von Gleichungssystemen anwenden.

In der Unterrichtseinheit werden die Grundbegriffe der Linearen Algebra und Analytischen
Geometrie auf Flugobjekte {ibertragen. Dabei ergeben sich neue Fragestellungen und Sach-
zusammenhénge, wie Flugpositionen nach Kursdnderungen, Flugebenen und deren Fest-
legung durch Orientierungspunkte oder Geraden, Lagebeziehungen von Flugrouten und
Flugebenen. So macht die Unterrichtseinheit den Sinn und die Effizienz der Fachmetho-
den der Analytischen Geometrie unmittelbar deutlich. Eine zusétzliche Motivation wird

erreicht, indem reale Probleme des modernen Flugwesens aufgegriffen werden.

Methodisch wird besonders darauf geachtet, dass die Sachzusammenhénge auch geome-
trisch préasentiert werden konnen. So wird im Kursraum ein Koordinatensystem eingefiihrt,
in dem Flugpositionen und Flugrouten visualisiert werden konnen. Damit wird den Schiilern
geholfen, sich iiber dreidimensionale Geraden- und Ebenengleichungen eine Vorstellung zu
machen, welches den Schiiler relativ schwierig fallt.
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3. Vom Fliegen

Die Aufgaben sind so angelegt, dass die Schiiler selbststédndig bzw. in Partnerarbeit die
Aufgaben l6sen konnen. Damit wird eine Gelegenheit zur eigenstéindigen Entwicklung von
Ideen im Sinne des entdeckenden Lernens und eine Wiederholung der grundlegenden Be-
griffe geschaffen.

Im folgenden werden die Aufgaben dargestellt und kurz kommentiert.

AUFGABE 1. Nach dem Start eines Flugzeuges wird dieses durch die Leitstelle
tm Punkt A mit den Koordinaten A(10 | 0 | 5) geortet. Nach einer Stunde
befindet sich das Flugzeug im Punkt B mit den Koordinaten B(10 | 10 | 5).
Beschreiben Sie die Route des Flugzeuges.

Die Aufgabe 1 dient zur Festigung des Wissens der Schiiler in Hinsicht auf die verschiede-
nen Modellbildungskategorien (verbalisiertes, symbolisches und mathematisches Modell).
Die Schiiler sollen die Aufgabe in diesen Kategorien 16sen.

Ferner hat die Aufgabe einfithrenden Charakter in die Begriffe des Kursraumes, der Flug-
routen und Grundlagen der Kinematik und dient als Wiederholung grundlegender Begriffe
der Linearen Algebra und Analytischen Geometrie (Parameterform einer Geraden, Zwei-
punktegleichung einer Geraden .. .).

AUFGABE 2. Ein Flugzeug fliegt auf der Flugroute

0 1
s=l10|+¢t] -1 |, teR.
5 —0.5

Dabei gibt der Parameter t die Zeit in s an.

a) Die Leitstelle soll das Flugzeug im Kursraum orten.

b) Geben Sie an, wo sich das Flugzeug in 2 s befindet und wo es sich vor
4 s befand.

c) Am Punkt C mit den Koordinaten C(6 |7 |8) befindet sich ein zweites
Flugzeug. Kommt es zur Kollision?

Die Aufgabe 2 dient zur Festigung der grundlegenden Begriffe, welche in der Aufgabe 1
eingefiithrt wurden.
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3. Vom Fliegen

AUFGABE 3. In dem Punkt B mit dn Koordinaten B(0 | 10 | 0) sind Berg-
stetger in Not geraten. Um die Bergung einzuleiten, wird ein Hubschrauber
der Bergwacht angefunkt, der sich auf dem Plateau der Bergwacht im Punkt
A(10| 0] 5) befindet. Die Koordinaten seien in Kilometer angegeben.

a) Orten Sie die Positionen des Hubschraubers und der in Not geratenen
Bergsteiger im Koordinatensystem des Kursraumes und beschreiben
Stie die Lagen.

b) Wie weit ist der Hubschrauber von der Ungliicksstelle entfernt?

c) Wie lange braucht der Hubschrauber, um die in Not geratenen Berg-
steitger zu erreichen, wenn er mit einer durchschnittlichen Geschwin-
digkeit von 220 km/h fliegt?

Mochte man den Abstandsbegriff einfithren, so bietet sich die Aufgabe 3 an. Durch ein
symbolisches Modell wird zunéchst die Flugroute des Hubschraubers ermittelt. Die Ma-
thematisierung besteht nun darin, den Abstand von A nach B zu ermitteln, woraus die
Flugzeit des Hubschraubers ermittelt werden kann.

AUFGABE 4. Ein Helikopter bewegt sich vom Punkt A(10 | 20 | 0.2) in Rich-
tung des Punktes B(40 | 40 | 0.2) und gleichzeitig ein Helikopter 2 von Punkt
B in Richtung des Punktes D(5 | 35| 0.15). Dabei werden die Helikopter als
punktféormige Objekte angesehen und die Flugroute seien geradlinig.

Eine Einheit im Koordinatensystem entspricht einem Kilometer.

a) Helikopter 1 soll auf Hilfte der Strecke AB, im Punkt M, seinen Kurs
dndern, da sich Nebel gebildet hat. Die Lage der Nebelfront kann in
dem zu betrachtenden Bereich durch die nachfolgend genannte Glei-
chung einer Ebene E beschrieben werden:

20 -3 4
E: =30 |+x|-2|+pn| 1|, ANpeRr
14.2 4 —7
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3. Vom Fliegen

Der Helikopter fliegt nun von M aus tber C(25 ]| 45| 0.25) nach B. Be-
rechnen Sie die Linge des durch die Kursdnderung zusdtzlich zurtick-
gelegten Weges.

b) Ermitteln Sie das Gradmaf des Winkels zwischen dem urspriinglichen
und dem gednderten Kurs im Punkt M.

c) Zeigen Sie, dass ein Zusammenstof der beiden Helikopter auf dem
neuen Kurs des Helikopters 1 ausgeschlossen ist.

Bei der Aufgabe 4 handelt es sich um eine Abituraufgabe aus dem Bundesland Sachsen-
Anhalt, welche in einem Grundkurs geschrieben wurde. Es handelt sich dabei um eine
komplexe Aufgabenstellung, welche unterschiedlichste Inhalte der Analytischen Geometrie

miteinander verkniipft. Diese sind

e Mittelpunktsbestimmung,
e Abstandsbegriffe,

e Skalarprodukte,

o Winkelbestimmung und

e Beweisfiithrung.

Die Schiiler sollen, bei dieser Aufgabe, die Modellbildung selbststéindig entwickeln. Dabei
wird die Fahigkeit verschiedene Losungsansitze zu entwickeln und die Féahigkeit verschie-
dener Sichtweisen auf Modellbildungsperspektiven gefestigt.
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AUFGABE 5. Beim Besteigen eines Berges gerdt eine Seilschaft in Not und

funkt nach H:ilfe. Eine Einheit im Koordinatensystem entspricht einem Ki-

lometer.

a)

b)

Die Funksignale werden von der Bergwacht, die sich im Ursprung eines
Koordinatensystems befindet, aus Richtung

2
ap= |2
1
und von einem Hubschrauber H, im Punkt H,(—2 |26 | 1) aus der Rich-
tung
3
= | —4
1

aufgenommen. Berechnen Sie die Koordinaten S der Ungliicksstelle!
Die beiden Hubschrauber H, und H,, letzterer befindet sich im Punkt
H>(0 | 20 | 1.5), werden zum Ungliicksort geschickt. H, kontrolliert an
seinem Standpunkt die angegebenen Koordinaten von S und startet
dann miat 30 s Verspdtung.

e In welcher Richtung findet H, die Seilschaft?

e Nach welcher Zeit treffen beide bei einer durchschnittlichen Ge-

schwindigkeit von v =200 km/h bei S ein?

Ein dritter Hubschrauber H; befindet sich auf einem Routineflug und
empfingt den SOS-Ruf am Punkt H;,(21 | 17| 2.65). Von dort aus fliegt
er mit Kurs

2.35

auf der Geraden g zum Punkt Hss(z, | x2 | 5), den er nach 2 min er-
reicht.

Am Punkt H; 5 schwenkt er auf eine kreisférmige Kreisbahn zum Punkt
S ein, um das Bergmassiv zu umfliegen. Der Kriimmungsmittelpunkt
der Bahnkurve hat die Koordinaten M;(13 | 14 | 5). Berechnen Sie die
gesamte Flugzeit, wenn Hj; die Durchschnittsgeschwindigkeit von Hsj;
nach Hs, auf der gesamten Strecke beibehdlt!
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d) Wihrend H, und H, von S aus zur Leitstelle fliegen, steuert H; zundchst
das Basislager B* an, welches sich in 1000 m Hdéhe auf einer Wiesen-
fliche befindet. Die Wiese hat die Form eines unregelmdfligen Vier-
ecks mit den Eckpunkten A(7.5|8|1), B(7.5|85|1), C(7|7.75]1) und
D(8.25|8.25| 1). Auf direktem Flug ist B* nicht zu erreichen. Deshalb
fliegt H; 1.3 km weit zum Punkt P mat

—2.4
ay = 0
-1
Dort dndert er seinen Kurs zu
—0.8
as =1 —2
-3.5

Zeigen Sie, dass er auf diese Weise einen Punkt auf der Wiese er-
reicht!

Bei der Aufgabe 5 handelt es sich um eine komplexe Aufgabenstellung, welche verschie-

denste Inhalte der Analytischen Geometrie verkniipft. Diese sind

e Geradengleichungen, Ebenengleichungen,

e Physikalische Grundbegriffe (Geschwindigkeit, Zeit),
e Skalarprodukte,

o Winkelbestimmung und

o Kreisbewegung, Kreisbogen.

AUFGABE 6. Auf einem Flug nach Hawati werden von einem Tower zweti Flug-
zeugen die folgenden Flugrouten zugewiesen:

3 4 0 —6
S,=|0]l+r| 8|, reRunds,=|-2]|+s|-12], seR
1 -2 3 3

a) Zeigen Sie, dass die Flugrouten parallel verlaufen.
b) Wie kann die Flugebene, die durch die Flugrouten festgelegt wird, be-
schrieben werden?
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c) Warum wird durch die Flugrouten keine Flugebene festgelegt, wenn an
Stelle der zweiten Flugbahn ein Flugzeug auf der Route

-9 —6
Ss=|-24]|+s|-12], seR.
7 3

fliegt?
d) Welche Gefahr besteht in diesem Fall?

Hinweis: Schreiben Sie bitte zu jeder Aufgabe, welche Phasen der Modell-
bildung Sie zum Ldsen der jeweiligen Aufgabe benutzt haben (verbalisiertes
Modell, mathematisches Modell, symbolisches Modell ...).

Als Abschluss kann die Aufgabe 6 dienen. In dieser werden die grundlegenden Kompetenzen
der Schiiler im Modellbildungsprozess iiberpriift. Aus diesem Grund wurde die Aufgabe
mathematisch einfach gehalten, sodass keine fachlichen Schwierigkeiten auftreten und die
Schiiler sich auf den Modellbildungsprozess konzentrieren kénnen. Ferner kann bei dieser
Aufgabe die Entwicklung der Metareflexion iiber die Modellbildung iiberpriift werden. Die
Schiiler haben niveaustufencharakterisierende Fahigkeiten erworben, wenn sie die Fahigkeit

besitzen,

e iiber Anwendungen der Mathematik zu reflektieren,

e den Modellbildungsprozess kritisch zu analysieren,

e den Anlass von Modellbildung nachvollziechen koénnen,

e Kriterien der Modellbildungsevaluation zu charakterisieren.
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2. Didaktische Reflexion

AUFGABE 1. Nach dem Start eines Flugzeuges wird dieses durch die Leitstelle
im Punkt A mit den Koordinaten A(10 | 0 | 5) geortet. Nach einer Stunde
befindet sich das Flugzeug im Punkt B mit den Koordinaten B(10 | 10 | 5).
Beschreiben Sie die Route des Flugzeuges.

Losung: Bevor die Aufgabe gelost wurde, ist mit den Schiilern das verbalisierte Modell

erarbeitet worden.

verbalisiertes Modell: Das Flugzeug fliegt einen geradlinigen Kurs von dem Punkt
A mit den Koordinaten A(10 | 0 | 5) zum Punkt B mit den Koordinaten
B(10] 10| 5).
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3. Vom Fliegen

symbolisches Modell: Wir fithren den Kursraum ein.

T3
X2
Ty
xs3
5 km
10 km U
10 km
|
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x3

5 km

A(10 |0 5)

10 km | B(10 | 10 | 5) s

10 km

T

mathematisches Modell: Wir gehen von den Grundgesetzen der klassischen Me-
chanik aus. Das Weg-Zeit-Gesetz fiir eine gleichférmige geradlinige Bewegung

lautet

Wy
I
21
_I_
~
S

teR,

wobei Sy der Startpunkt, v der Geschwindigkeitsvektor und t die Zeit ist.
Formuliert man die Physik in die mathematische Sprache um, so ist sy der
Stiitzvektor, v der Richtungsvektor und t der Parameter der Gleichung.

In der Mathematik unterscheidet man
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Parametergleichung der Geraden
Es sei A ein Punkt mit dem Ortsvektor @ und « ein vom Nullvektor verschiedener
Vektor. Dann bilden die Punkte X mit dem Ortsvektor

r=a+1t-4u, teR

eine Gerade g durch den Punkt A. Dabei heifit A Aufpunkt, © Richtungsvektor
und t Parameter der Geradengleichung.

A AX =¢t.0 X 9

@)

Zweipunktegleichung der Geraden

Seien zwei Punkte A und B auf einer Geraden g gegeben. Man kann den Punkt A als
—

Aufpunkt und den Vektor @ = AB als Richtungsvektor wihlen. Eine der méglichen

Gleichungen in Parameterform von ¢ lautet dann:

g: T=a+t-(b—a), tekR

Eine solche Darstellung bezeichnet man als Zweipunktegleichung der Geraden.

Wir erhalten so

10
=10 [+¢]10
) 0
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Die Gleichung der Flugroute lautet

10 0
s=lo|+t|l10], teRr.
5 0

Eine weiterfiihrende Frage kann sein:
Wie lautet die Gleichung der Flugroute von A nach B, wenn das Flugzeug
diese Strecke mit der halben Geschwindigkeit zuriicklegt?

Losung:
10 0
S=10]|+t|5], teR.
5 0

Zur Festigung der Grundbegriffe bietet sich die folgende Aufgabe an.

AUFGABE 2. Ein Flugzeug fliegt auf der Flugroute

0 1
s=l10|+¢t] -1 |, teR.
5 —0.5

Dabet gibt der Parameter t die Zeit in s an.

a) Die Leitstelle soll das Flugzeug im Kursraum orten.

b) Geben Sie an, wo sich das Flugzeug in 2 s befindet und wo es sich vor
4 s befand.

c) Am Punkt C mit den Koordinaten C(6 |7 | 8) befindet sich ein zweites
Flugzeug. Kommt es zur Kollision?
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Losung:

a) symbolisches Modell: Kursraum
T3

2 S0

St

5 km

10 km M)

T

Als verbalisiertes Modell, nach der Losung des symbolischen Modells, kann
im Unterrichtsgespréch erhalten werden, dass die Flugroute durch eine der Raum-
diagonalen im Kursraum verlduft.
b) Mathematisches Modell: Das Flugzeug befindet sich in 2 s im Punkt

0 1 0 2 2
s=(10]l4+2| -1 | =]10|+|-2]=]8
3 —-0.5 ) -1 4

und vor 4 s im Punkt

0 1 0 —4 —4
=10+ -1 |=|10]+] 4 |=]14
5 —0.5 5 2 7

¢) Das mathematische Modell zur Losung der Aufgabe ist die Untersuchung, ob der
Punkt C auf der Flugroute (Gerade) sich befindet. Dabei muss eine Punktprobe

vorgenommen werden.

6 0 1 6 = t 6 = t
7l=l10]l+t] -1 |l -3 = ¢+ < 3 =1t %
8 5 —0.5 3 = —0.5¢ —6 = t
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was zu einem Widerspruch fiihrt. Damit ist das Gleichungssystem nicht 16sbar und

es kommt nicht zur Kollision.

Die folgende Aufgabe eignet sich zur Festigung des Abstandsbegriffes, wobei dieser zunéchst

wiederholt wurde.

Der Abstand zwischen zwei Punkten P(z; | zo | 23) und Q(y1 | y2 | y3) im Koordi-

natenraum R? ist vermittels der Formel

dist (P,Q) : = ||PQ)|

= V(w1 —y1)? + (22 — 92)2 + (x5 — y3)?

definiert.

Eine Gerade sei durch die Gleichung A -z + B -y + C' = 0 gegeben und P(zq | yo)
sei ein weiterer Punkt der Ebene. Dann ist der Abstand des Punktes P zur Gerade
_|A 20+ B-yo + O]

- VAELBE

Eine Ebene sei durch die Gleichung A-x+ B-y+ C -2+ D = 0 gegeben und
P(xq | yo | z0) sei ein weiterer beliebiger Punkt in der Ebene. Dann ist der Abstand
des Punktes P zur Ebene

dist (g, P)

|Amo+ By +C -z + D|

dist (£, P) Ny o
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AUFGABE 3. In dem Punkt B mit dn Koordinaten B(0 | 10 | 0) sind Berg-
stetger in Not geraten. Um die Bergung einzuleiten, wird ein Hubschrauber
der Bergwacht angefunkt, der sich auf dem Plateau der Bergwacht im Punkt
A(10| 0] 5) befindet. Die Koordinaten seien in Kilometer angegeben.

a) Orten Sie die Positionen des Hubschraubers und der in Not geratenen
Bergsteiger im Koordinatensystem des Kursraumes und beschreiben
Sie die Lagen.

b) Wie weit ist der Hubschrauber von der Ungliicksstelle entfernt?

c) Wie lange braucht der Hubschrauber, um die in Not geratenen Berg-
stetger zu erreichen, wenn er mit einer durchschnittlichen Geschwin-
digkeit von 220 km/h fliegt?

Losung:

a) Im Kursraum befinden sich die in Not geratenen Bergsteiger und die Position des

Hubschraubers an den Ecken dxes Raums. Als symbolisches Modell erhélt man:
3

10 m B T2

dist(A, B)

10 m

T

b) Die Mathematisierung des Abstandes zwischen zwei Punkten A und B erhilt man
iiber den Abstandsbegriffes.
dist(A, B) = /(0 — 10)2 + (10 — 0)2 + (5 — 0)2 = /100 + 100 + 25
=225 =15.
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Der Rettungshubschrauber ist etwa 15 km von den in Not geratenen Bergsteigern
entfernt.

c)

220 km
15 km

60 min
4.09 min

~
~

Wenn der Hubschrauber mit 220 km/h fliegt, braucht er also etwa 4.1 min, um die

in Not geratenen Bergsteiger zu erreichen.

Bei der folgenden Aufgabe handelt es sich um eine Abituraufgabe aus dem Bundesland
Sachsen-Anhalt, welche in einem Grundkurs geschrieben wurde. Es handelt sich dabei
um eine komplexe Aufgabenstellung, welche unterschiedlichste Inhalte der Analytischen

Geometrie miteinander verkniipft. Diese sind

e Mittelpunktsbestimmung,
e Abstandsbegriffe,

e Skalarprodukte,

e Winkelbestimmung und

e Beweisfiithrung.

AUFGABE 4. Ein Helikopter bewegt sich vom Punkt A(10 | 20 | 0.2) in Rich-
tung des Punktes B(40 | 40 | 0.2) und gleichzeitig ein Helikopter 2 von Punkt
B in Richtung des Punktes D(5 | 35 | 0.15). Dabei werden die Helikopter als
punktformige Objekte angesehen und die Flugroute seien geradlinig.

Eine Einheit tm Koordinatensystem entspricht einem Kilometer.

a) Helikopter 1 soll auf Hilfte der Strecke AB, im Punkt M, seinen Kurs
dndern, da sich Nebel gebildet hat. Die Lage der Nebelfront kann in
dem zu betrachtenden Bereich durch die nachfolgend genannte Glei-
chung einer Ebene E beschrieben werden:

20 -3 4
E: =30 |+x|-2|+pn| 1|, ANpeRr
14.2 4 —7
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Der Helikopter fliegt nun von M aus tber C(25 ]| 45| 0.25) nach B. Be-
rechnen Sie die Linge des durch die Kursdnderung zusdtzlich zurtick-
gelegten Weges.

b) Ermitteln Sie das Gradmaf des Winkels zwischen dem urspriinglichen
und dem gednderten Kurs im Punkt M.

c) Zeigen Sie, dass ein Zusammenstof der beiden Helikopter auf dem
neuen Kurs des Helikopters 1 ausgeschlossen ist.

Losung:

a) symbolisches Modell: Die Angaben an den Punkten sind Hohenangaben.

C(0.25)

D(0.15)

A(0.2)
Die Mathematisierung der Ldnge des durch die Kursdinderung zuriick-
gelegten Weges erhilt man aus dem tatsdchlich zurtickgelegten Weg

— — —
[[AM]| + [|[MC|[ + ||CB]
und dem geplanten Weg
— —
|AM [ + [| M B|.

Dabei errechnet sich der Mittelpunkt M der Strecke AB

10 40 25

— 1l /— — 1

CM4:§<OA+OB):§ 20| +1]60 || =130
0.2 0.4 0.2
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Der Mittelpunkt besitzt die Koordinaten M (25 | 30 | 0.2).

Damit ergibt sich die Lange des zusétzlichen Weges u
—_— — — —_— —
u = |[|[AM|[+ [|[MC|| + ||CB|| — (||[AM|| + ||M B|)
— — —
= |[MCI| + ||CB|| — || M B
= /(25 — 25)2 + (45 — 30)2 + (0.25 — 0.2)2
+ /(40 — 25)2 + (45 — 40)2 4 (0.2 — 0.25)2
— /(40 — 25)2 4 (40 — 30)2 + (0.2 — 0.2)2
= /152 + 0.052 + V152 + 52 + 0.052 — /152 + 10!
~ 12.78

Damit hat der Umweg eine Linge von 12.8 km.
Kursdnderung vor Erreichen der Nebelfront: Als symbolisches Modell

¥
/S

Mathematisches Modell: Zum Nachweis der Kursédnderung vor Erreichen der

erhalt man

Nebelfront ist zu zeigen, dass der Punkt M nédher bei A liegt als der Schnittpunkt

S zwischen der Geraden g(A, B) und der Ebene E bzw. |AM| < |AS,
Schnittpunkt S,, zwischen ¢g(A, B) und E: Die Gerade g(A, B)

sl

10 30 10 3
gAB): #=|20]|+v|20]=|20]|+n]|2
0.2 0 0.2 0
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Ebenengleichung
20 -3 4
E: =130 | +X| 2| +p| 1 |, ApeR
14.2 4 -7

Zur Ermittlung des Schnittpunktes S,, muss ermittelt man g(A, B) N E

10 3 20 -3 4
20+ 2= 30 [ +A]|-2|+p] 1
0.2 0 14.2 4 =7

und man erhilt folgendes Gleichungssystem

—10+3n = —3\+4p |-2
—10+2n = —2x+pu |- (=3)
—14 = 4AN-Tu
—2046n = —6)\+8u
30—6n = 6A—3u
10 = bHu = u=2

Damit erhélt man durch sukzessives Einsetzen
—14=4A—-14=X=0
und somit
—10+3n=0+8=1n=6.
Damit erhalt man fiir den Schnittpunkt S,
Sy (28]32]0.2).

— —
Kommen wir nun zum Vergleich der Entfernungen ||AM]|| und ||AS||

|AM|] = /(25 — 10)2 + (30 — 20)2 + (0.2 — 0.2)2 ~ 18.03

|AS|| = /(28 — 10)2 + (32 — 20)2 + (0.2 — 0.2)2 ~ 21.63.

Wegen |AM| < |AS| findet die Kurséinderung vor Erreichen der Nebelfront statt.
b) Winkel zwischen urspriinglichem und geéindertem Kurs in M: Der Winkel ergibt
sich als der Winkel zwischen den Vektoren M B und MC', d. h

MB e MC

—_— — °

cos<{(MB,MC) = —————.
IM B[ - [|[MC]|
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40 — 25 15
— —
Mit MB=| 40-30 | = |10 |, |[[MB|| =5V13,
0.2—-0.2 0
25 —25 0 /90001
— — 90001
MC=| 45-30 | =] 15 |, ||MC|| = erhdlt man
0.25—-0.2 0.05

—_— — —_— —
cos<(MB, MC') = 0.5547 = <(MB, MC) ~ 56.3°.

Der Kursdanderungswinkel betréigt etwa 56°.

¢) Ein Zusammenstofl beider Helikopter kann nicht stattfinden, wenn die Geraden
g(M,C) und g(D, B) einander sich nicht schneiden. Ein Schnitt zwischen ¢(C, B)
und ¢g(D, B) ist nicht zu untersuchen, da beide Geraden, falls nicht identisch, einzig
den Punkt B gemeinsam haben. Die Geradengleichungen von g(M, C') und g(D, B)

lauten
25 0
g(M,C) =130 +al| 15
0.2 0.05
und
5 —35
g(D,B): =135 |+6]| -5
0.15 —0.05

Fiir ihren Schnittpunkt miisste gelten T,y = Zy(p,5), d. h.

25 0 ) —35
30| +a] 15 | = 3 |+8]| -5
0.2 0.05 0.15 —0.05

Man erhélt folgendes Gleichungssystem

25 = 5-—353 o g _20_ _4
30+ 150 = 35— 35-(—%) ~ a=U

02+ 4005 = 0.15+4 (—32) - (—0.05) = %
Folglich gibt es zwischen g(M, C') und g(D, B) keine gemeinsamen Punkte.

Ein Nachweis zur Parallelitat beider Kurse ware fiir einen Zusammenstof3 auch nicht

relevant.

Bei der folgenden Aufgabe handelt es sich um eine komplexe Aufgabenstellung, welche
verschiedenste Inhalte der Analytischen Geometrie verkniipft. Diese sind
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e Geradengleichungen, Ebenengleichungen,
e Physikalische Grundbegriffe (Geschwindigkeit, Zeit),
e Skalarprodukte,

o Winkelbestimmung und

e Kreisbewegung, Kreisbogen.

AUFGABE 5. Beim Besteigen eines Berges gerdt eine Seilschaft in Not und

funkt nach H:ilfe. Eine Einheit im Koordinatensystem entspricht einem Ki-

lometer.

a)

b)

Die Funksignale werden von der Bergwacht, die sich im Ursprung eines
Koordinatensystems befindet, aus Richtung

2
ap= |2
1
und von einem Hubschrauber H, im Punkt H,(—2 |26 | 1) aus der Rich-
tung
3
dy = | —4
1

aufgenommen. Berechnen Sie die Koordinaten S der Ungliicksstelle!
Die beiden Hubschrauber H, und H,, letzterer befindet sich im Punkt
H>(0 | 20 | 1.5), werden zum Ungliicksort geschickt. H, kontrolliert an
seinem Standpunkt die angegebenen Koordinaten von S und startet
dann mit 30 s Verspdtung.

e In welcher Richtung findet H, die Seilschaft?

e Nach welcher Zeit treffen beide bei einer durchschnittlichen Ge-

schwindigkeit von v =200 km/h bei S ein?

Ein dritter Hubschrauber H; befindet sich auf einem Routineflug und
empfingt den SOS-Ruf am Punkt Hs (21|17 2.65). Von dort aus fliegt
er mit Kurs
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d)

auf der Geraden g zum Punkt Hss(z, | x2 | 5), den er nach 2 min er-
reicht.

Am Punkt H;, schwenkt er auf eine kreisférmige Kreisbahn zum Punkt
S ein, um das Bergmassiv zu umfliegen. Der Krimmungsmittelpunkt
der Bahnkurve hat die Koordinaten M;(13 | 14 | 5). Berechnen Sie die
gesamte Flugzeit, wenn H; die Durchschnittsgeschwindigkeit von Hj,
nach Hs, auf der gesamten Strecke beibehdlt!

Wihrend H, und H, von S aus zur Leitstelle fliegen, steuert Hy zundchst
das Basislager B* an, welches sich in 1000 m Hdéhe auf einer Wiesen-
fliche befindet. Die Wiese hat die Form eines unregelmdifiigen Vier-
ecks mit den Eckpunkten A(7.5|8|1), B(7.5|85|1), C(7|7.75]1) und
D(8.25|8.25| 1). Auf direktem Flug ist B* nicht zu erreichen. Deshalb
fliegt H; 1.3 km weit zum Punkt P mat

—2.4
ay = 0
-1
Dort dndert er seinen Kurs zu
—0.8
as =1 —2
-3.5

Zeigen Sie, dass er auf diese Weise einen Punkt auf der Wiese er-
reicht!
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Losung:
a) Die Bergwacht befindet sich im Punkt O(0 | 0 | 0) und das Funktsignal kommt aus
2
der Richtung a; = | 2 |. Die Geradengleichung b ist
1

Der Hubschrauber 1 befindet sich im Punkt H;(—2 | 26 | 1) und fliegt in Richtung

3
d, = | —4 | . Die Geradengleichung lautet
1
-2 3
g =26 |+pn|—-4], pek
1 1

Die Koordinaten der Ungliicksstelle S ermittelt man aus {S} = b N g9, was auf ein
Gleichungssystem fiihrt

20 = =2 4+ 3u

20 = 26 — 4p |- (-1)
A= 1 + |- (-2
0 = -28 + 7Tp =pu=4
0= 4 + p =p=4

also A = 5. Die Koordinaten der Ungliicksstelle lauten S(10 | 10 | 5).

Der Hubschrauber 1 befindet sich im Punkt H;(—2 | 26 | 1) und fliegt in Richtung
3
as = | —4 |. Die Geradengleichung lautet
1
—2 3
g2: T=X|26|+p|l—-4], \NpeR.
1 1
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Der Hubschrauber 2 befindet sich im Punkt H(0 | 20 | 1.5) und fliegt in Richtung
des Punktes S(10 | 10 | 5). Die Geradengleichung lautet

0 10
gp: T=[20|+al|l-10], a€eR.
1.5 3.5
10
e Die Richtung , in der Hubschrauber 2 die Seilschaft findet, ist | —10
3.5
e Wir berechnen die Flugzeit von H; und Hs. Allgemein gilt (gleichférmige Be-
wegung)
s s
v = 7 == o

— Hubschrauber 1: Der Abstand von H; zu S betriagt
—
dist (Hy,S) = ||H19]|

= /(10 +2)2 + (10 — 26)2 + (5 — 1)2 = /122 + (—16)2 + 42
= /144 + 256 + 16 = V416 = 4v/26 ~ 20.4 km

und die zuriickgelegte Zeit

,_ dist (#,,5) _ 204k h

= =0.102 h = 6.12 min.
- 200 km 0.10 6 min

Hubschrauber H; ist nach 6.12 min am Ungliicksort S.
— Hubschrauber 2: Der Abstand von Hjy zu S betrigt

—
dist (Ha, S) = ||HoS|| = /(10 — 0)2 + (10 — 20)2 + (5 — 1.5)2
= /102 + 102 + 3.52
= /200 + 12.25 = v/212.25 ~ 14.57 km,

die zuriickgelegte Zeit

,_ dist (H,5) _ 1457 km h

» = 500 km = 0.07285 h = 4.371 min.

Unter Beachtung der Verspitung von ¢t = 30 s= 0.5 min erreicht Hubshrau-
ber Hy nach ¢ = (4.371 + 0.5) min=4.871 min den Ungliicksort S.
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3. Vom Fliegen

¢) Der Hubschrauber 3 befindet sich im Punkt Hj;(21 | 17 | 2.65) und fliegt in

—2
Richtung a3 = | —3 |. Die Geradengleichung lautet
2.35
21 —2
gs: T=| 17 | +8| =3 ], Bek
2.65 2.35

Der Punkt Hso(zy | o | 5) liegt auf der Geraden gs. Damit gilt

0, = 21 — 23
5 = 265 + 2350=(=1

also 1 = 19 und x5 = 14. Die Koordinaten des Punktes Hj 5 lauten Hs2(19 | 14 | 5).
Ab diesem Punkt bewegt sich die Bahnkurve auf einem Kreisbogen um den Mittel-
punkt My = (13,14,5) und dem Radius r.

symbolisches Modell:

Mathemtisiert erhalt man den Radius

r = dist (My, Hso) = /(19 — 13)2 4 (14 — 14)2 4+ (5 — 5)2 = V62 = 6.

Der Zentriwinkel errechnet sich aus

_— —

Hs oM,  SM, 18 3

COS ¥ = - —— = ——
| Hy oMyl - [[SM]| - 305

woraus sich der Zentriwinkel zu
a = 126.87°

ergibt.
Der Kreisbogen b errechnet sich aus dem Umfang des Kreises U = 27r = 127 und
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3. Vom Fliegen

der Beziehung

E_ Qo
U 360°
woraus
a-U
b 2360° 3.29 km

Der Weg von Hj; nach Hjo betréigt

dist (Hs1, Hss) = /(19 — 21)2 + (14 — 17)% + (5 — 2.65)% = /22 + 3% + 2.357
= V/18.5225 ~ 4.3 km

Berechnen wir die Durchschnittgeschwindigkeit. Die Strecke Hj i, Hso legt er in
t =2 min= % h zuriick. Damit betrigt die Durchschnittsgeschwindigkeit

v — dist (H3717H372) _ 4.3 km - 30 — 199 k_m
t h h
Auf dem Kreisbogen soll die Geschwindigkeit v konstant bleiben.
b , b 1329km h

—=———=0.103 h = 6.18 min.

Uy T T . T T 120 km

Die gesamte Flugzeit betrigt
tges =t + 1 = (6.18 + 2) min = 8.18 min.

d) Hubschrauber 3 steuert das Basislager B* an. Die Koordinaten der Ebene sind
A(75 | 8| 1), B(75 |85 | 1), C(8 | 7.75 | 1) und D(8.25 | 825 | 1). Die
Ebenengleichung ist

7.5 0 0.5
B: Z=|8 |+a 05| +8|-025]|, «a Bk
1 0 0

Der Normalenvektor 71 ist

0 0.5 0
n= 05| x|-025]| = 0
0 0 —0.25

Damit koordinatenfreie Darstellung der Ebene

B*: —0.25x3 = —0.25 < 23 = 1.
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3. Vom Fliegen

—2.4
Von S(10 | 10 | 5) fliegt der Hubschrauber 3 in Richtung @, = 0 auf der
—1
Geraden
10 —2.4
go: =110 +v 0 , veER
—1
und
—2.4
0 = V6.76 = 2.6.
Damit v = E = % und es ergibt sich der Punkt P zu
—2.4 8.8
OP 10 + = 0 =1 10
—1 4.5
Von P Anflug zur Ebene in Richtung a5 = (—0.8, -2, —3.5), also
8.8 —0.8
gs: T=[10]+n| -2 ], neR
4.5 —3.5

zu zeigen: B = g5 N B*
Beweis: Sei B(8.8—0.8n | 10—2n | 4.5—3.5n). Einsetzen in B* liefert 4.5—3.5n = 1,
also n = 1. Damit gibt es einen Durchstopunkt der Geraden g, mit der Ebene B*

B(8|8|1).
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3. Vom Fliegen

Als Abschluss und Zusammenfassung diente die folgende Aufgabe.

AUFGABE 6. Auf einem Flug nach Hawat werden von einem Tower zwei Flug-

zeugen die folgenden Flugrouten zugewiesen:

3 4 0 —6
S, =10l+4+r| 8], reERunds,=|-2|+s|-12|, seR
1 -2 3 3

a) Zeigen Sie, dass die Flugrouten parallel verlaufen.

b) Wie kann die Flugebene, die durch die Flugrouten festgelegt wird, be-
schrieben werden?

c) Warum wird durch die Flugrouten keine Flugebene festgelegt, wenn an
Stelle der zweiten Flugbahn ein Flugzeug auf der Route

-9 —6
So=|-24|+s|-12], seR.
7 3

fliegt?
d) Welche Gefahr besteht in diesem Fall?

Hinweis: Schreiben Sie bitte zu jeder Aufgabe, welche Phasen der Modell-
bildung Sie zum Ldsen der jeweiligen Aufgabe benutzt haben (verbalisiertes
Modell, mathematisches Modell, symbolisches Modell ...).

Losung:

a) Zu zeigen: Die beiden Flugrouten verlaufen parallel.

Beweis: Da wegen

—6 4
—12| =(~15)-| 8
3 —2

die Richtungsvektoren der Flugrouten kollinear sind, verlaufen die Flugrouten par-
allel zueinander. Hierbei wurde das mathematische Modell verwendet.
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3. Vom Fliegen

b) Der zweite Flieger befindet sich mit anderthalbfacher Geschwindigkeit auf dem Weg
zum Startpunkt. Da die Flugrouten parallel sind, ergibt sich mit

3 0 4
So=|(0], s5=[-2| undv=1] 8
1 3 -2

die Flugebene

T=5+r-v+s- (5 —5)

3 4 0 3
=0 +r-|] 8 | +s- -21—-10
1 —2 [\ 3 1
3 4 -3
=0l +r-| 8 | +s-| -2
1 -2 2
Da die Vektoren
4 -3
v=| 8 und | —2
-2 2

nicht linear abhéngig sind, verlaufen die Flugrouten echt parallel zueinander und
legen damit wirklich obige Flugebene fest. Es wurde das mathematische Modell
verwendet.

c¢) Bei der zweiten Flugroute ergibt sich eine neue Startposition

-9
&=|-2
7

Es muss untersucht werden, ob die folgende Gleichung eine Flugebene beschreibt:

.1_7):_’04—7“'17—}-8'(56—:;0)
3 4 ([ —9 3
=101 +r 8 +s5- 241 —-10
1 -2 \ 7 1
3 4 —12
=101 +r 8 +s —24
1 -2 6
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3. Vom Fliegen

Da der Vektor

—12 4
24| =(-3) |8
6 -2

linear abhéngig ist, sind die beiden Flugrouten identisch und legen damit keine
Flugebene fest. Hierbei wurde das mathematische Modell verwendet.
d) Die Gefahr besteht, dass die Flieger, die sich aufeinander zu bewegen, zusammen-

stoBlen. Hierbei wurde das verbalisierte Modell verwendet.

3. Methodische Hinweise

Fiir einen Modellbildungsprozess ist die Unterrichtseinheit sehr gut geeignet, da sehr viele
verschiedene Modell vorkommen und die Moglichkeit somit besteht, den Modellbildungs-
prozess zu beschreiben und einzelne Phasen charakterisiert werden kénnen. So kann man
zunéchst das verbalisierte Modell im Unterrichtsgesprich behandeln. Dieses wurde von
den Schiilern sehr gut erbracht. In diesem Zusammengang konnten auch die charakterisie-

renden Groflen bei den einzelnen Aufgaben ermittelt werden.

Nach der jeweiligen Kldrung des verbalisierten Modells wurden bei einigen Aufgaben das
symbolische Modell zur Losung verwendet. Dieses diente zur Veranschaulichung der Pro-
blematik und als Hilfe zur Formulierung des mathematischen Modells. Dabei wurden
z. 'T. physikalische Grundgesetze verwendet.
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KAPITEL 4

Der Fosbury-Flop

1. Lernziele und didaktische Vorbetrachtungen

Lernziele: Die Schiiler kennen
e quadratische Funktionen und ihre Eigenschaften,
e die Losungsformel zur Nullstellenbestimmung quadratischer Funktionen
e den Ablauf eines Hochsprungs aus dem Sportunterricht (dieses fécheriibergrei-
fende Element ist notwendig zur Erfassung der mathematischen Problemstel-
lung).
Konnensziele: Die Schiiler kénnen
e cin reales Problem auf den mathematischen Formalismus iibertragen (,,mathe-
matisieren®),
e quadratische Funktionen graphisch darstellen und deren charakteristische Punk-
te berechnen (Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Scheitelpunkt),
e Zusammenhénge zwischen graphischer und rechnerischer Lésung herstellen.

Die wesentliche Anforderung dieser Aufgabe besteht darin, die Transformation einer realen
Situation in die Mathematik zu bewaltigen. Mit dem Hochsprung wurde hier eine Situation
gewihlt, die jeder Schiiler im Sportunterricht selbst erlebt hat. Somit kénnen personliche
Erfahrungen und Erlebnisse eingebracht werden, wodurch das Interesse an dieser Aufga-
be steigt. Aulerdem werden in Zusammenhang mit der Erarbeitung der Aufgabenstellung
sporthistorische Ereignisse diskutiert und damit der Realitdtsbezug weiter verstiarkt. Die-
sem Prozess der Aufstellung eines mathematischen Modells sollte in der Unterrichtseinheit

viel Zeit beigemessen werden.

Nachdem das mathematische Modell in Form einer Funktionsgleichung gefunden wurde,
konnen die Kenntnisse iiber Scheitelpunkts- und Nullstellenberechnung angewendet wer-
den. Hierbei ist wichtig, dass die erhaltenen Ergebnisse beziiglich des realen Problems
interpretiert werden. Es soll also erkannt werden, welche Bedeutung die Ergebnisse in der
Realitdt haben. Die Aufgabe ermdoglicht aulerdem weitergehende Diskussionen, die durch

Schiiler angeregt werden kénnen.
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4. Der Fosbury-Flop

2. Didaktische Reflexion

AUFGABE 1. Der amerikanische Leichtathlet RICHARD-DOUGLAS FOSBU-
RY revolutionierte bei den Olympischen Spielen 1968 den Hochsprung mit ei-
ner von thm entwickelten Technik. Der Fosbury-Flop ist eine Art Riickwdrts-
roller, mit dem man mit dem Riicken in der Luft ,liegend*, also mit dem
Gesicht nach oben, die Sprunglatte tiberquert. Mit dieser Technik gelang thm
1968 in Mexico City der Olympiasieg. Dadurch wurde seine Art zu springen
in aller Welt bekannt und setzte sich schnell iberall durch.




4. Der Fosbury-Flop

Um diesen Sprung genauer zu untersuchen, betrachten wir im Folgenden an-
statt des gesamten Korpers des Leichtathleten nur den Korperschwerpunkt.
Dieser Punkt befindet sich beir Fosbury in 1,05 m Hoéhe.
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4. Der Fosbury-Flop

Da der beriihmte Fosbury-Sprung von vielen Journalisten fotografiert wurde,
konnte aus dem Fotomaterial bestimmt werden, dass es sich bei seiner Flug-
kurve um eine Normalparabel handelt, die um den Faktor 1,5 gestreckt ist
(in der zum Boden senkrechten Richtung).
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4. Der Fosbury-Flop

Aufierdem ist bekannt, dass fiir den Abstand zwischen der Absprungstelle

und der Sprunganlage 91 cm gemessen wurden.

a) Mit welcher Sprunghdhe gelang Fosbury dieser historische Olympia-
sieg? (Im hochsten Punkt der Flugbahn befindet sich der Korperschwer-
punkt 5 cm iiber der Sprunglatte.)

b) In welcher Hohe befand sich sein Korperschwerpunkt, als er von der
Absprungstelle 0,5 m entfernt war?

c) Welche Entfernung hatte der Springer von der Absprungstelle, als er
wieder den Boden erreichte?

d) Beriicksichtige nun, dass sich auf dem Boden eine Matte befindet, die
den Springer auffingt. Die Matte hatte eine Héhe von 0,6 m. Welche
Entfernung zur Absprungstelle ergibt sich dann?
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4. Der Fosbury-Flop

Nachdem der 21-jihrige die Goldmedaille fiir die Vereinigten Staaten von
Amerika gewonnen hatte, wurde er wie ein Held gefeiert.

Losung: Zunéchst wurde mit Hilfe von Hochsprung-Fotographien erarbeitet, dass die Flug-
bahn des Hochspringers durch eine Parabel beschrieben werden kann. Zur Vereinfachung
des mathematischen Modells wird anstelle des gesamten Springers nur der Korperschwer-
punkt betrachtet. Die Schiiler versuchen zunéchst an einer Skizze, das Problem zu erfassen
und kénnen dann erkennen, welche Groflen zur Losung des Problems gegeben und welche
gesucht sind.
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4. Der Fosbury-Flop

j-'"r £y,

Zur Losung wird die allgemeine Form einer quadratischen Funktion benotigt:
f(x)=az® +bx+c

Die Groflen a = —1.5 und ¢ = 1.05 konnen direkt aus der Aufgabenstellung abgelesen

werden. Zur Bestimmung von Parameter b wird die Scheitelpunktsformel benétigt:

b | 4ac — b?
S(_Q_a 4a )

Da die x-Koordinate des Scheitelpunkts mit 91cm bekannt ist, kann daraus b bestimmt

werden zu b = 2.73.
Die Funktionsgleichung der quadratischen Funktion lautet dann:

f(z) = —1.52% + 2.732 + 1.05
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4. Der Fosbury-Flop

a) Die Sprunghohe h entspricht der y-Koordinate des Scheitelpunkts. Es ergibt sich:

B dac — b?

4a

h =229m

Unter Berticksichtigung der Hohe der Sprunglatte erhélt man fiir die Sprunghohe
2.24 m.

b) Eine Entfernung von 0.5m von der Absprungstelle bedeutet, dass * = 0.5 sein
muss. Um diese Teilaufgabe zu 16sen, miissen die Schiiler erkannt haben, dass die
Absprungstelle bei x = 0 liegt. Die Schiiler berechnen also:

£(0.5) = —1.5-0.52+2.73 - 0.5 + 1.05 = 2.04 m

Auch hier soll das Ergebnis anhand des Graphen iiberpriift werden.
c¢) Die Schiiler erkennen, dass der Springer den Boden dort erreicht, wo sich die Null-
stelle der Funktion befindet. Mit der Losungsformel werden die Nullstellen be-

stimmt:

71 =215m

Die Losung xo entfillt, da sie vor der Absprungstelle liegt und somit nicht moglich
ist.

d) Die Sprungweite unter Beriicksichtigung der Matte kann bestimmt werden, indem
in die Funktionsgleichung y = 0.6 eingesetzt wird. Somit kann wieder die Losungs-

formel verwendet werden:
0.6 = —1.52% 4 2.73x + 1.05
Zur Anwendung der Losungsformel wird die Normalform benotigt:
0=2"—1.82z—0.3
Als Losungen erhalt man:
r1 =197 m
To = —0.15m

Die Losung x5 entfillt wieder.
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4. Der Fosbury-Flop

3. Methodische Hinweise

Die Voraussetzungen und notwendigen Vorkenntnisse fiir die Behandlung des Themas sind
das Arbeiten mit quadratischen Funktionen (graphische Darstellung als Parabel, Berech-
nung von charakteristischen Punkten) und Kenntnisse iiber den Umgang mit Diagrammen.
Dabei bilden die Schwerpunkte die Analyse der fiir die Mathematik interessanten Gesichts-
punkte eines Hochsprungs, das Sammeln der gegebenen Grofien, daraus die bendtigten
Groflen zu erarbeiten und die Funktionsgleichung aufzustellen. Aulerdem sollen mit Hilfe
dieser Funktionsgleichung Berechnungen durchgefiihrt werden. Als Hintergrund fiir diese
Aufgabe dienen die Sporthistorie und die personlichen Erfahrungen aus dem Sportunter-
richt.

In dem Prozess der Modellbildung findet eine Transformation dieser realen Situation in die
mathematische Sprache statt. Das Finden eines mathematischen Modells wird als ,,mathe-
matisieren* bezeichnet. Voraussetung dafiir ist eine kritische Auseinandersetzung mit der
Problemstellung. Erst nachdem die Schiiler das Problem vollstdndig verinnerlicht haben,
sollten entsprechende Vereinfachungen diskutiert werden, um ein Modell zu finden. Erst in
diesem Stadium sollte begonnen werden, mathematische Begriffe zu verwenden. Von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Unterrichteinheit ist die Motivation durch ein tatséchlich
stattgefundenes sporthistorisches Ereignis. Auflerdem sollte die Relevanz fiir den Sportler
verdeutlicht werden (es muss die optimale Absprungstelle gefunden werden, um sportlichen
Erfolg zu erlangen). Desweiteren wird wahrend der Erarbeitung der Losung die Fahigkeit
entwickelt, unwichtige Informationen ,,auszublenden®. Diese Fahigkeit ist besonders wich-

tig fiir in hoheren Klassenstufen folgende noch komplexere Aufgaben.
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KAPITEL 5

Die Strafle von Mosambik

1. Lernziele und didaktische Vorbetrachtungen

Lernziele: Die Schiiler kennen
e die Figenschaften linearer, quadratischer und kubischer Funktionen,
e die Berechnungsmoglichkeiten der Nullstellen dieser Funktionen,
e die graphische Darstellung dieser Funktionen
Konnensziele: Die Schiiler kénnen
e cin geographisches Problem auf die Mathematik iibertragen (im Modellbil-
dungsprozess werden die verschiedenen Routen durch Funktionen angenéhert),
e Gleichungssysteme mit Hilfe verschiedener Verfahren losen (Einsetzungs-,
Gleichsetzungs- und Gaufisches Eliminationsverfahren),

e Schnittpunkte von Funktionsgraphen bestimmen.

Den Ausgangspunkt bei der Behandlung dieser Aufgabe stellt eine geographische Karte
vom afrikanischen Kontinent dar. Die Schiiler sollen zunéchst die relevanten Lander aus
der Aufgabenstellung in der Karte wiederfinden. Um die Ubersichtlichkeit fiir die Schiiler
zu erhohen, wird nun ein Kartenausschnitt verwendet, der vornehmlich die beiden Lénder
Mosambik und Madagaskar enthélt. Dort kdnnen die Schiiler schnell erkennen, dass es sich
bei der Strafle von Mosambik um die zwischen Festland und Insel liegende Meeresenge
handelt. Die in der Aufgabenstellung enthaltenen Routen kénnen die Schiilern bereits

qualitativ beschreiben und in die Karte einzeichnen.

Die Schiiler erkennen, dass eine qualitative Beschreibung der Routen zur weiteren Unter-
suchung nicht ausreicht. Die Routen werden durch nun durch lineare, quadratische und
kubische Funktionen beschrieben. Der mathematische Begriff der Funktion wurde zuvor
noch nicht genutzt, da er zum Verstédndnis der Aufgabe nicht notwendig war. Erst in die-
sem Arbeitsschritt ist einzusehen, dass eine funktionale Beschreibung der Routen notig ist,
um die Schnittpunkte bestimmen zu kénnen.
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5. Die Straie von Mosambik

2. Didaktische Reflexion

AUFGABE 1. Um auf dem Meeresweg von Madagaskar nach Mosambik zu kom-
men, kann man die Hafenstidte TOLIARY und BEIRA nutzen.
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5. Die Straie von Mosambik

Dabetr hat man als Reisender die Wahl zwischen den folgenden 3 Schifffahrts-
linien:

o direkte Verbindung TOLIARY - BEIRA

o Zwischenstation auf der Insel ILE DE L "EUROPA

o Zwischenstationen auf den Inseln ILE DE L "TEUROPA und BASSAS
DA INDIA

a) Um die Routen genauer untersuchen zu kdénnen, soll der Verlauf dieser
3 Seewege bestimmt werden.

b) Um Kollisionen auszuschlieffen, muss untersucht werden, wo sich die
Routen kreuzen. Bei welchen Routen ist das der Fall? Berechne den
Ort einer mdoglichen Kollision.

Losung:

a) L Direkte Verbindung TOLIARY - BEIRA
Die Strecke, auf der sich das Schiff bewegt, kann durch den Graphen einer
linearen Funktion beschrieben werden.
Die allgemeine Form lautet:

y=f(x)=mzx+n
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5. Die Straie von Mosambik

II.

Wenn man das Koordinatensystem so wéhlt, dass die x-Achse nach Norden und
die y-Achse nach Westen zeigt, so konnen folgende Punkte aus der Landkarte
abgelesen werden:

A(0]0) B(630 | 1290)
Wenn man die Punkte in die allgemeine Form der Funktionsgleichung einsetzt,

ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

0= m-0 4+ n
1290 = m-630 + n
n = 0
1290 43
m = _—
630 21
43
fl(»’lf):i'ﬂlj

Zwischenstation auf der Insel ILE DE L"EUROPA
Die Strecke, auf der sich das Schiff bewegt, kann durch den Graphen einer
quadratischen Funktion beschrieben werden.

Die allgemeine Form lautet:

y=f(z) =az? +bx+c

Folgende Punkte kénnen aus der Landkarte abgelesen werden:

A(0]0), B(630]1290), C(180 |490).

Wenn man die Punkte in die allgemeine Form der Funktionsgleichung einsetzt,
ergibt sich folgendes Gleichungssystem:
0 = a-0> + b0 + ¢
1290 = a-630° + b-630 + c
490 = a-180> + b-180 + ¢
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5. Die Straie von Mosambik

c = 0
1290 — 6300
a = ——
6302
490 1290 — 6306 1802 + 180b
- T e T
490 p160 18025 b- 180
B
18850 900
49 7

131950 = 441000

377
b o=
126
17
T 11340
17, 37
P@) =13 * t i ”

II1. Zwischenstationen auf den Inseln ILE DE L"EUROPA und BASSAS DA IN-

DIA
Die Strecke, auf der sich das Schiff bewegt, kann durch den Graphen einer
kubischen Funktion beschrieben werden.

Die allgemeine Form lautet:
y= f(z)=az® +br* +cx +d
Folgende Punkte kénnen aus der Landkarte abgelesen werden:
A(0|0), B(630]1290), C(180|490), D(340 |590)

Somit ergibt sich hier folgendes Gleichungssystem:
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5. Die Strafle von Mosambik

0 a-0° + b-0° + -0 + d
1290 = a-630° + b-630> + ¢-630 + d
490 = a-180° + b-180%2 + ¢-180 + d
500 = a-340° + b-340%2 + ¢-340 + d

Wegen d = 0 reduziert sich das Gleichungssystem auf 3 Gleichungen mit 3 Un-

bekannten. Eine Losungsmoglichkeit ist das Gaufsche Eliminationsverfahren:

6302
1802
3402

6303
1803
3403

630 | 1290
180 | 490
340 | 590

3403
6303

1803

5307 und

Erzeugung von Nullen durch Multiplikation der 1. Zeile mit bzw.

anschlieBender Subtraktion von der 2. bzw. 3. Zeile.

630 6302 630 1290
0 23142.86 165.31 | 459.91
0  53212.70 240.97 | 387.23
630°  630? 630 1290
0 23142.86 165.31 459.91
0 0 —139.13 | —670.25
Also ergibt sich fiir a, b, c:
—139.13¢ —670.25
c 4.82
23142.86b + 165.31c¢ 459.91
b —0.0146
630%a + 630%b + 630c 1290
a 1.62-107°

fa(z) =1.62-1075 - 23 — 0.0146 - 22 + 4.82 - x
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5. Die Straie von Mosambik

b) Es gibt relevante Schnittpunkte bei folgenden Routen:
i) I. und III.
ii) II. und III.

i) fi(z) = fs(z)

43
o1 r=1.62-107%- 23— 0.0146 - 22 +4.82 - o

0=1.62-107° 23— 0.0146 - 2> + 2.77 - @

0=2%—901.23 - 2% + 170987.65 - =

Es gibt bereits 2 bekannte Schnittpunkte: Toliary und Beira. Wir suchen uns
Toliary aus, da die Stadt im Koordinatenursprung liegt und somit die Be-
rechnugen leichter werden. Durch Ausklammern von x kénnen dann weitere

Schnittpunkte berechnet werden:
(2% —901.23 - = + 170987.65) - x = 0

= 0=2%—-901.23 -z + 170987.65
Die Losungsformel liefert:

1 = 629.69
Ty = 271.54

Schnittpunkt, an dem es zu Kollisionen kommen konnte:
P;(271.54 | 556.02)

i) fa(w) = fs(x)

al 2 31T 1.62-107° - 22 — 0.0146 - 2> + 4.82
0=162-10""-23—0.0131- 2> +1.828 -
0=23—2808.64- 2%+ 112839.51 - x

(z% — 808.64 - z + 112839.51) - x

(6]



5. Die Straie von Mosambik

=0 =2%—808.64 -z + 112839.51

Die Losungsformel liefert:
1 = 629.34
xo = 179.30

Der Schnittpunkt entspricht hier der Insel Ile D “Europa:
P5(179.30 | 488.29)

3. Methodische Hinweise

Die notwendigen Vorkenntnisse fiir die Behandlung des Themas sind das Arbeiten mit linea-
ren, quadratischen und kubischen Funktionen und das Losen von Gleichungssystemen. Die
Struktur des Stoffes gliedert sich in eine geographische Betrachtung der Aufgabenstellung,
das Suchen von Beschreibungsmoglichkeiten der einzelnen Routen, eine Beschreibung der
Routen durch Funktionen und die Durchfithrung der notwendigen Berechnungen mit Hilfe
der Funktionsgleichungen. Dabei stellen die Nutzung von geographischem Kartenmaterial

und das Arbeiten mit Mafistdben den iibergreifenden Stoffzusammenhang dar.

Die behandelte Aufgabe ist exemplarisch fiir die Methode der Modellbildung. Dabei wird
eine reale Situation in die mathematische Sprache iibersetzt, also werden die einzelnen Rou-
ten als Funktionen betrachtet. Mit den Schiilern ist zu diskutieren, welche Vernachléssi-
gungen zuldssig sind. Aulerdem ist der Prozess der Riicktransformation wichtig, in dem
die errechneten Ergebnisse wieder auf das reale Problem bezogen und deren Sinn erkannt

werden.

Die Schiiler lernen auch fiir spéitere Anwendungen, wie Funktionen als Moglichkeit einer
ndherungsweisen Beschreibung beliebiger Linien eingesetzt werden konnen. Desweiteren
wird die Einschitzung von Entfernungen anhand von Kartenmaterial geiibt. Im Vorder-
grund des Rechenweges stehen das Aufstellen von Funktionsgleichungen und der Vergleich
von graphischen Darstellungen und rechnerischen Losungen. Dabei sollte stets der Rea-
litdtsbezug hergestellt werden, also bei dieser Aufgabe der Bezug zu Navigationssystemen,
die auf funktionale Beschreibungen von Routen angewiesen sind. Das Ziel der Aufgabe
muss den Schiilern wéhrend der gesamten Erarbeitung présent sein, um das Interesse auf-
recht zu erhalten. Die Relevanz der Berechnung des Ortes einer moglichen Kollision ist hier

also besonders hervorzuheben.
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