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0 Vorwort

Nach PISA wurde mathematische Grundbildung (Mathematical Literacy) unter dem As-
pekt der Anwendung mathematischen Wissens zur Losung verschiedener lebensweltbezo-
gener Probleme betrachtet. Bei der Konstruktion der Aufgaben wurde davon ausgegangen,
dass sich mathematische Kompetenz ,,... im verstdndnisvollen Umgang mit Mathematik
und in der Féahigkeit, mathematische Begriffe als , Werkzeuge“ in einer Vielfalt von Kon-
texten einzusetzen ... zeigt.

Es ist notwendig, die mathematischen Kenntnisse fiir das Erfassen der mathematischen
Grundstrukturen von Aufgaben und die Ubertragung in mathematische Operationen her-
anzuziehen. Mathematische Konzepte und Modelle miissen auf alltdgliche Problemstellun-
gen angewendet werden. Typische Anforderungen dafiir sind Interpretationen von Dia-
grammen und Grafiken sowie das Analysieren von Sachsituationen.

Mathematische Modellbildung wird zur charakteristischen ,, Gré8e” mathematischer Grund-
bildung.

Die ,,Fahigkeit zur mathematischen Modellierung® umfasst dabei den Bereich oder die Si-
tuation, die modelliert werden soll, zu strukturieren; , Mathematisierung* (Ubersetzung der
,Realitdt® in mathematische Strukturen); , De-Mathematisierung“ (mathematische Model-
le im Rahmen der modellierten ,,Realitdt* zu interpretieren); mit einem mathematischen
Modell zu arbeiten; das Modell zu validieren; das Modell und seine Ergebnisse zu reflek-
tieren, zu analysieren und kritisch zu beurteilen; iiber das Modell und seine Ergebnisse
(einschlieBlich der Grenzen dieser Ergebnisse) zu kommunizieren; den Prozess der Modell-
bildung zu beobachten und zu steuern.

Versténdiges Umgehen mit Modellbildung muss Teil der Allgemeinbildung sein, die nétige
Kompetenz nur dann aufgebaut werden, wenn die Schiilerinnen und Schiiler wihrend der
Schulzeit die Grunderfahrung des Modellierens unserer Welt an einfachen Beispielen selbst
erfahren und dariiber reflektieren kénnen.

Bei der Herausbldung von Modellbildungskompetenzen machen die Schiilerinnen und Schii-
ler im Mathematikunterricht die Grunderfahrungen.

» Erscheinungen der Welt wm uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur,
Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen, mathe-
matische Gegenstdnde und Sachverhalte, représentiert in Sprache, Symbole, Bildern und
Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen
zu lernen und zu begreifen, in Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefdhigkeiten
(heuristische Fihigkeiten), die iiber die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben [19].

Im Rahmen eines Forschungsprojektes wurde im Analysisunterricht einer 12. Klasse eine
Unterrichtsreihe konzipiert und von Studentinnen und Studenten realisiert, die auf die
Herausbildung von Modellbildungskompetenzen abzielten.

Modellbildung wird in den Rahmen eines allgemeinbildenden Unterrichts, der das Ziel ver-
folgt, mathematische Kompetenzen bei den Schiilerinnen und Schiilern auszubilden, ein-
geordnet. Es wird eine niveaustufenorientierte Einteilung von Modellbildungskompetenzen
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in drei Stufen vorgenommen. Das Stufenmodell kann als deskriptives, normatives, und
meta-kognitives Hilfsmittel (Beschreibung von Fiahigkeiten, Auswahl und Zuordnung von
unterrichtlichen Inhalten, kriteriumsorientierte Interpretation von Schiilerleistungen, Ope-
rationalisierung von Zielsetzungen) Verwendung finden. Eine auf dem Niveaustufenmodell
basierende Unterrichstreihe der Sekundarstufe II wurde erarbeitet.

An der Erarbeitung und unterrichtlichen Erprobung der Konzepte waren beteiligt:
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Frank Grundmann Aileen Schroder
Mirka Stankewitz Claudia Riekel
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Romina Pechau Carsten Sichting Frederike Walter
Monique Vorsprach Philipp Freese Julia Heinrich
Anne Hollstein Christoph Neubiiser Thomas Pietzsch
Wiebke Solaf3 Marina Zelenina

Unser besonderer Dank fiir die Unterstiitzung gilt dem Schulleiter des Okumenischen Dom-
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1 Niveaustufenorientierte Herausbildung von Modellbildungskom-
petenzen (Mike Keune)

1.1 Mathematische Grundbildung und mathematische Kompetenz

Ziel und Aufgabe des Mathematikunterricht ist es, den Schiilerinnen und Schiilern Ma-
thematische Grundbildung (mathematical literacy) zu vermitteln. Die Schiilerinnen und
Schiiler sollen allgemeine Kompetenzen erwerben, die die Mathematische Grundbildung
charakterisieren. Mathematische Grundbildung im Sinne der OECD bedeutet die ,[.. ]
Féhigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen und zu verstehen, die Mathematik in der
Welt spielt, fundiert mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der
Mathematik zu befassen, die den Anforderungen des gegenwértigen und kiinftigen Lebens
dieser Person als konstruktivem, engagierten und reflektierendem Biirger entspricht“ [2,
S. 47]

Der Modellbildung ordnet Lamon [I3] die Funktion eines Verbindungsgliedes des mathe-
matischen Inhalts, realer Kontexte, mathematischer Kultur und mathematischen Denkens
Zu.

mathematische Realitat
Inhalte (reale Kontexte)
Modellbildung
mathematische mathematisches
Kultur Denken

Abbildung 1: Modellbildung als Verbindungsglied

Im Sinne dieses Bindegliedes zwischen (schul-)mathematischen Inhalten, Realitét, mathe-

matischer Kultur und mathematischen Denkens ordnet sich Modellbildung in den Rahmen
eines allgemeinbildenden Unterrichts ein.

Eine Konkretisierung des Begriffs ,,Mathematische Kompetenz“ gibt Niss [17] und be-
schreibt diese als Fahigkeiten in einer Vielfalt inner- und auflermathematischer Kontexte
und Situationen, in denen Mathematik ein Rolle spielt oder spielen kénnte, mathematisch
zu handeln (zu verstehen, zu entscheiden und zu denken).

Zur Identifikation und Untersuchung obiger Féahigkeiten unterscheidet Niss acht charakte-
ristische mathematische Kompetenzen. [17]

Unter Modellbildungskompetenz wird in dieser Arbeit eine Gruppe von Kompetenzen (in
gradueller Ausprigung) beschrieben, die sich dem Konzept der mathematischen Kompe-
tenz unterordnet. Auch hier wird unter Modellbildungskompetenz eine Uberlappung von
Kompetenzen verstanden die sich auf Modellbildung beziehen. Es kann somit von einem
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Kompetenzmodell fiir die Doméne mathematische Modellbildung gesprochen werden [10,

S. 611F].

1.2 Der Modellbildungskreislauf

Im Laufe der vollstiandigen Bearbeitung eines realen Problems wird ein als Kreislauf dar-
stellbarer Prozess, der als Modellbildung! (Modellbildungsprozess) bezeichnet wird, ein
oder mehrmals durchlaufen. Es existieren verschiedene Darstellung des Modellbildungs-
kreislaufes in unterschiedlicher Detailliertheit bzw. aus unterschiedlichen Betrachtungswei-
sen (vgl. [10]). Eine sehr einfache schematische Darstellung der Modellbildung erméglicht
die Unterscheidung von drei Hauptphasen:

e Erstellung des mathematischen Modells,
e Analyse/Losung des Modells,

e Interpretation und Validierung der Modelll6sung in Bezug auf die Problemstellung.

Die einzelnen Phasen sind durch das jeweilige Ergebnis als Zwischenstufen des Modellbil-
dungskreislaufes charakterisierbar. Ebenso konnen Handlungsmerkmale oder durchzufiihren-
de Operationen als charakterisierende Groflen fiir einzelne Phasen herangezogen werden.

1.2.1 Phasen der Modellbildung

1. Phase: Modellbildung beginnt idealtypischer Weise mit dem Vorliegen eines realen
Problems bzw. mit dem Interesse an einem Ph&nomen der uns umgebenden Rea-
litdt. Ublichweise wird im Mathematikunterricht dieses Problem in Textform vor-
liegen bzw. das Phdnomen verbal beschrieben, die Schiilerinnen und Schiiler sind
aufgefordert, die Problemstellung zu l6sen bzw. sich mit dem Phénomen auseinan-
der zusetzen. Wahrend des Prozesses der Untersuchung des Problems werden Ma-
thematisierungen vorgenommen die auf Abstraktionen und Idealisierungen beruhen.
Am Ende dieser Phase steht ein mathematisches Modell. Die Darstellungsform des
Modells kann variieren und z. B. durch Gleichungen oder Gleichungssysteme, Werte-
tabellen, graphischen Darstellungen usw. erfolgen. Die Phase des Mathematisierens
ist fiir Schiilerinnen und Schiiler sicher die Schwierigste im Modellbildungsprozess,
da zum einen ein Sachverhalt aus der natiirlichen Sprache der Schiiler in eine kiinst-
liche Sprache der Mathematik iibersetzt werden muss. Zum anderen ist die Phase
schwierig, da von vornherein nicht feststeht wann und ob iiberhaupt eine ausreichen-
de Beschreibung (Modell) der Realitét fiir die Problemstellung erreicht ist. Die Phase
der Modellfindung erfordert Kreativitéit, vorausschauendes Handeln, die Verwendung

'Im Rahmen dieser Arbeit wird Modellbildung synonym fiir Modellbildungsprozess verwendet und
umfasst immer den gesamten Kreislauf-Prozess. Alternativ hierzu wird auch in anderen Arbeiten der
Schritt vom Problem zum Modell als Modellbildung bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird diese
Handlung als Mathematisieren bzw. Modellieren bezeichnet.
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Abbildung 2: einfache Phasendarstellung des Modellbildungskreislaufes

von Basiswissen sowie eine bewusste Reflexion des Prozesses um das Ziel (das aufzu-
stellende Modell) nicht aus den Augen zu verlieren.

In diesem Sinne kontraproduktiv ist die Verwendung von Problemstellung in Form
von ,,eingekleideten Aufgaben®. Bei eingekleideten Aufgaben miissen die Schiilerinnen
und Schiiler nur die ,,unnétige Hiille® entfernen und stoflen auf ein zu verwendendes
Modell. Hiufig werden im Schulunterricht solche eingekleideten Aufgaben als Auf-
gabenserie verwendet, bei der auch noch immer das gleiche Modell zum Vorschein
kommt. Hier kann bei den Schiilerinnen und Schiiler schnell der falsche Eindruck
entstehen, dass man bei realen Problemen nur etwas intensiver suchen muss, um das
zugrundliegende ,richtige” (und einzig mogliche) Modell zu finden. Demgegeniiber
stehen Problemstellungen im Sinne der Modellbildung, die von den Schiilerinnen und
Schiiler die Féahigkeit erfordert selbstdndig Modelle aufzustellen. Nicht ausgeschlos-
sen ist hierbei, dass auch bei realen Problemen ein ,einfaches“ Modell (dhnlich den
eingekleideten Aufgaben) zugrundegelegt werden kann.

2. Phase: Ist die Phase des Mathematisierens abgeschlossen und ein (erstes) Modell ge-
funden, beginnt die Phase der Analyse/Losung des Modells an deren Ende eine Er-
kenntnis z. B. in Form einer mathematischen Losung des Modell steht. Moglich ist
als Ergebnis aber auch das Aufstellen von Schlussfolgerungen oder das Abgeben qua-
litativer Urteile. In dieser Phase sind Werkzeuge wie CAS oder Tabellenkalkulation
héufig hilfreich, da sie die den Schiilerinnen und Schiiler helfen koénnen schnell die
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Losung des Modells zu finden oder z. B. graphische Darstellungen zu erzeugen. Reale
Problem sind meist durch ein komplexes Beziehungsgeflecht charakterisiert, welches
in der mathematischen Formulierung nicht die im herkémmlichen Schulunterricht
héufig anzutreffenden ,,glatten* Losungen erlauben.

3. Phase: Es schliefit sich die Phase der Interpretation der mathematischen Ergebnisse
an. Bezogen auf den Kontext der Problemstellung muss gepriift werden, ob und in wie
weit die gefundenen mathematischen Darstellungen brauchbar fiir die Beantwortung
der Problemstellung sind. Wenn man nicht wie bei eingekleideten Aufgaben von der
Richtigkeit des gewédhlten Modells ausgeht, kann man bei der Modellbildung auch
nicht von der Brauchbarkeit der mathematischen Ergebnisse von vornherein iiber-
zeugt sein.

Es ist ein Prozess des Uberpriifens der Schlussfolgerungen und somit auch eine Va-
lidierung der Giite des verwendeten Modells notwendig. Didaktisch besonders inter-
essant konnen hier Problemstellungen sein, die auch nach durchlaufenem Modellbil-
dungsprozess nicht eine Uberpriifung in der Form , stimmt bis auf zwei Kommastellen
mit der Realitét iiberein“ erlauben sondern andere Kriterien erfordern.

Héufig steht am Ende des erstmaligen Durchlaufens des Modellbildungsprozesses die
Erkenntnis, dass das Modell noch nicht den Anforderungen entspricht und der Pro-
zess ein weiteres Mal, auf Basis des vorhandenen ersten Ergebnisses, durchlaufen
werden muss. Hierbei liegt dann die Annahme zugrunde, dass ein zweiter (oder jeder
weitere) Durchlauf eine Verbesserung erbringt.

Auch hier sollte aus didaktischen Griinden eine Problemstellung bearbeitet werden,
in der diese Annahme nicht per se als richtig betrachtet werden kann und gezeigt
wird, dass ein mehrmaliger Durchlauf des Prozesses auch zur Verschlechterung des
Modells fiithren kann.

Ein schematische Darstellung des Problemltseprozesses durch Modellbildung welche die
Validierung der Ergebnisse, sowie den mehrmaligen Prozessdurchlauf darstellt, ist Abbil-
dung 3. Diese Darstellung unterteilt die 3. Phase in interpretieren der Modelllosung und
validieren anhand der gegebenen Situation. Hierbei wird Terminologie von Schupp [15]
verwendet und die Darstellung um mehrere Modellstufen erweitert.

1.3 Werkzeuge im Modellbildungskreislauf

Reale Problem und Ph&nomene zeichnen sich hédufig dadurch aus, eine Vielzahl von Ein-
flussgroflen zu besitzen. Ein Bungee-Sprung zum Beispiel scheint in erster Ndherung nur
von der Masse des Springers, der Elastizitéit des Seils und der Absprunghéhe abzuhéngen.
Genauer betrachtet kommen Einflussfaktoren wie Kérperhaltung, Bewegungen des Sprin-
gers, Absprungverhalten, usw. hinzu. Der Versuch einer moglichst genauen Abbildung der
Realitét in Form eines Modells fithrt dann dazu, dass dieses Modell aus schulmathemati-
scher Sicht schnell zu kompliziert ist, um von Schiilern in der zur Verfiigung stehen Zeit
bearbeitet zu werden. Haufig wird dann eine zu starke Abstraktion angewandt wie zum
Beispiel die Vernachlissigung des Luftwiderstandes beim Sprung. Das Phdnomen erscheint
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dann leicht modellierbar und fiihrt im Beispiel des Bungee-Sprung zum Standardmodell des
freien Falls. Allerdings hat dieses Modell dann nur noch wenig mit der Realitéit gemeinsam,
da hier dann auch von der Masse des Springers abgesehen wiirde, was das Modell nicht
mehr brauchbar macht.

Die Verwendung von Werkzeugen ermoglicht die Betrachtung auch komplizierterer Be-
schreibungen, da z. B. die Ordnung eines Gleichungssystems oder ,krumme* Koeffizienten
praktisch keine Rolle spielen. Auch die graphische Darstellung von Funktionen benotigt
praktisch keine Zeit. Hinzu kommt der nicht zu vernachlissigende Aspekt der relativen
Fehlerfreiheit (zumindest was die technische Ausfithrung betrifft).

Unterstiitzend wirken Werkzeuge auch im Sinne des Probierens und Simulierens von Ein-
flussfaktoren. Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen schnell den Einfluss von Faktoren un-
tersuchen und Ausprobieren wie sich einzelnen Verdnderungen auswirken. Kritisch muss
bemerkt werden, dass es hierbei hdufig dazu kommt, dass ein ,sinnlose” Genauigkeit er-
reicht werden mochte oder ,,blind“ und ohne Systematik probiert wird. Dabei werden not-
wenige Intervalle oder Grenzen missachtet. Hier ist es erforderlich einzuwirken und die
Schiilerinnen und Schiiler zu reflektierendem Arbeiten anzuhalten. Grobe Abschitzungen
und die stdndige bewusste Kontrolle der Arbeitsschritte und Ergebnisse ist erforderlich.
Denkbar erscheint hier z. B. in der Sozialform der Gruppenarbeit die Funktion einer ,, Qua-
litdtspriifung“. Einem Schiiler der Gruppe kann die Aufgabe iibertragen werden, die Schrit-
te, Festlegungen und Annahmen sowie die Ergebnisse kritisch zu hinterfragen und nach
moglichen Fehler zu suchen. Dies fordert die Kommunikation innerhalb der Gruppe und
zwingt die ,Modellierer ihre Annahmen zu begriinden und Ergebnisse zu belegen.
Hauptséchlich erfolgt der Einsatz von Werkzeugen in der Phase der Losung/Untersuchung
des Modells. Aber auch schon bei der Formulierung des Modells und bei der Interpretation
bzw. Validierung des Modells konnen Werkzeuge zum Einsatz kommen. Beispiele hierfiir
findet man in [12].

1.3.1 Aufgabenklassifikation

Schiilerinnen und Schiiler haben héufig das Problem ihre Annahmen und Ideen mathema-
tisch (z. B. algebraisch) zu formulieren. Der Transfer von der gesprochenen Sprache der
Schiiler in die theoretische Sprache der Mathematik bereit hdufig Problem bzw. ist fehler-
behaftet. Ebenso bereitet es Schwierigkeiten die mathematischen Modell zu untersuchen
und Losungen zu erhalten. Bei der Verwendung von Werkzeugen im Modellbildungsprozess
konnen diese Schwierigkeiten verringert werden. Zum Beispiel ist es bei der Verwendung
einer Tabellenkalkulation als Modellbildungswerkzeug nicht zwingend notwendig Variablen
zu definieren und Gleichungen oder Ungleichungen aufzustellen. Die mogliche intuitive Nut-
zung und eine mogliche Modularisierung kann helfen, oben aufgefiihrte Schwierigkeiten zu
verringern.

Finden Werkzeuge im Modellbildungsprozess Anwendung, koénnen die zu bearbeitenden
Problem/Aufgaben und die daraus resultierenden Modelle hinsichtlich der Verwendung
von Werkzeugen klassifiziert werden:

e Modelle, in denen grofie Datenmengen elementar verarbeitet werden,
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e Modelle, deren Losung durch systematisches Probieren ermittelt werden,

e Modelle, die auf Iteration und Rekursion aufbauen, Daten und Datenstrukturen dis-
kretisiert werden,

e Modelle als Représentation qualitativer und quantitativer Auswertung von Daten,
die funktionalen Zusammenhéngen geniigen,

e Modelle durch Situationssimulation als dynamisch-prozessuale Betrachtungsweise von
Vorgéngen, aus denen sich die mathematischen Modelllosungen ableiten lésst.

Beispiele und Erlduterungen zu den Modellklassen findet man in [3, 4, 5] oder [11, 12].
1.4 Realitits- und Alltagsbezug von Problemen (fiir Schiiler)

Was sind gute Modellbildungsaufgaben? Charakteristisch fiir gute Aufgaben sind offene
Probleme, die im Schritt des Mathematisierens mehr als ein Modell denkbar erscheinen
lassen. Probleme, die in der Formulierung bereits das zu verwendende Modell implizieren,
bzw. den Prozess des Mathematisierens (als Prozess des Ubergangs von der Problemfor-
mulierung zum mathematischen Modell) vorwegnehmen, berauben die Aufgabe einer wich-
tigen Grofle. Gerade die Erkenntnis, dass es nicht genau ein richtiges Modell geben muss
ist von besonderem Wert fiir Schiilerinnen und Schiiler. Die weitverbreitet Sichtweise von
Mathematik in einem Schwarz/Wei3-Bild mit nur richtigen oder falschen Ergebnissen bzw.
Losungen entspricht nicht der Realitdt von Anwendung der Mathematik im Sinne von Mo-
dellbildung.

Vielmehr die Einsicht, dass ein aufgestelltes Modell fiir den Benutzer sinnvoll und niitzlich
ist, wobei ein anderes Modell fiir einen anderen Betrachter derselben Problematik eben-
so niitzlich und sinnvoll sein kann, ist ein wichtiges Element mathematischer Kompetenz.
Es gibt so gesehen kein richtiges oder falsches Modell, besser ist hier die Sichtweise von
niitzlichen oder weniger niitzlichen Modellen. Insbesondere kommt dieser Aspekt bei so ge-
nannten offenen Aufgabenstellungen zum Tragen. Didaktisch wertvoll erscheinen Aufgaben
bzw. Problemstellungen die kein ,,nachpriifbares“ Ergebnis im Sinne eines direkten, messba-
ren Realitatsvergleichs ermoglichen. Ist den Schiilerinnen und Schiiler von vornherein klar,
dass es keine richtige Losung (im Sinne von exakt mit der Realitéit tibereinstimmend) gibt,
werden sie die Giite des Modells anhand anderer Kriterien bestimmen miissen. Eine Ent-
wicklung eines angemessenen Kriterienkatalogs zur Evaluation des Modellbildungsprozesses
gehort zu den erwiinschten Fahigkeiten im Modellieren.

1.5 Modellbildungskompetenzen

Unter Modellbildungskompetenz wird eine Gruppe von Kompetenzen (in gradueller Aus-
pragung) beschrieben, die sich dem Konzept der mathematischen Kompetenz unterordnet.
Hier wird unter Modellbildungskompetenz eine Uberlappung von Kompetenzen verstanden
die sich auf Modellbildung beziehen. Es kann somit von einem Kompetenzmodell fiir die
Doméne mathematische Modellbildung gesprochen werden [17, S. 61ff.].

Es stehen bei der vorgenommen Beschreibung von Modellbildungskompetenzen und deren
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charakterisierenden F#higkeiten hauptsichlich kognitive Merkmale im Vordergrund. Das
unten dargestellte Konzept der Niveaustufen von Modellbildungskompetenzen (Stufenmo-
dell) verfolgt folgende Ziele (beziiglich der Doméne):

e Beschreibung von Fahigkeiten und ihre graduelle Auspragung
e Auswahl und Zuordnung von unterrichtlichen Inhalten (Aufgaben)
e kriteriumsorientierte Interpretation von Schiilerleistungen

e Operrationalisierung von Zielsetzungen (Erwerb mathematischer Kompetenz/ Mo-
dellbildungskompetenz).

Das Stufenmodell kann somit als deskriptives, normatives, und meta-kognitives Hilfsmittel
Verwendung finden (vgl. [17]).

1.6 Niveaustufen von Modellbildungskompetenzen

Wir nehmen eine niveaustufenorientierte Einteilung von Modellbildungskompetenzen vor
(Niveaustufenmodell):

1. Stufe: Erkennen und Verstehen des Modellbildungskreislaufes
2. Stufe: Selbsténdige Modellbildung

3. Stufe: Metareflexion {iber Modellbildung

Die vorgenommene Einteilung korrespondiert dabei mit den Kompetenzklassen der PISA-
Studie (vgl. [2, S. 50]) bzw. mit dem Kompetenz-Cluster Modell (vgl. [15]). Die OECD
charakterisiert in den theoretischen Uberlegung zur PISA-Studie drei Kompetenzklassen:

o Kompetenzklasse 1: Wiedergabe, Definition und Berechnung

e Kompetenzklasse 2: Querverbindungen und Zusammenhénge herstellen, um Proble-
me zu 16sen

o Kompetenzklasse 3: Einsichtsvolles mathematisches Denken und Verallgemeinern

1.7 charakterisierende Fihigkeiten der Niveaustufen

Zur Charakterisierung der Stufen werden die folgenden (durch punktuelle unterrichtliche
Untersuchungen spater noch weiter zu differenzierenden) Fahigkeiten zugeordnet.

12



1.7.1 Erkennen und Verstehen des Modellbildungskreislaufes

Die Niveaustufe des Erkennens und Verstehens des Modellbildungskreislaufs wird charak-
terisiert durch

e die Fahigkeit den Modellbildungsprozess zu beschreiben
e die Fahigkeit einzelne Phasen zu charakterisieren

e die Fahigkeit einzelne Phasen zu unterscheiden bzw. wéhrend eines Modellbildungs-
prozesses zu lokalisieren.

1.7.2 Selbstindige Modellbildung

Die selbsténdige Modellbildung wird charakterisiert durch

e die Féahigkeit verschiedene Losungsansétze zu entwickeln

e die Féhigkeit zur Einnahme verschiedener Modellbildungsperspektiven (z. B. Alge-
bra, Geometrie, Stochastik)

e die Fiahigkeit zur selbstdndigen Modellbildung (Informationen abstrahieren; Auswahl
und Verkniipfung von Groflen; Mathematisieren; Modelllosung; Interpretation)

Der Grad der Kompetenzerweiterung liegt darin, dass die Schiiler selbstéindig ihr Wissen
differenziert anwenden, um die einzelnen Phasen der Modellbildung zu durchlaufen.

Ein geringer Grad innerhalb dieser Stufe ist das blole Ausprobieren verschiedener Losungs-
ansiitze. Bei Anderung oder Erweiterung des Problemkontextes miissen die Schiilerinnen
und Schiiler zu einer Anderung des bisher aufgebauten Modells fihig sein [7].

Ein hoherer Grad innerhalb dieser Stufe ist gegeben, wenn selbstdndig neue Losungsverfah-
ren (die nicht zum bisherigen Wissensumfang der Schiilerinnen und Schiiler gehért haben)
entwickelt werden.

Eine Kompetenzerweiterung ist darin zu sehen, dass fiir ein Problem mehrere Modelle
gefunden werden bzw. ein Modell mittels Dynamischer Modellbildung verfeinert wird [3].

1.7.3 Metareflexion iiber Modellbildung

Metareflexion iiber Modellbildung wird charakterisiert durch

e die Fahigkeit (unabhéngig vom konkreten Problem) iiber Anwendungen der Mathe-
matik zu reflektieren

e die Fahigkeit zur kritischen Analyse des Modellbildungsprozesses

e die Fahigkeit iiber den Anlass von Modellbildung (insbesondere ergebnisorientierter
Modellbildung) zu reflektieren
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e die Fahigkeit Kriterien der Modellbildungsevaluation zu charakterisieren

Auf dieser Stufe werden allgemeine Probleme der Modellbildung erkannt, die Féahigkeit ent-
wickelt kritisch zu beurteilen und allgemeine Zusammenhénge zu erkennen. Es findet eine
Reflexion iiber die Rolle von Modellen innerhalb der Wissenschaft statt. Auf dieser Stufe
ist es nicht unbedingt notwendig zuvor ein Problem mittels Modellbildung bearbeitet zu
haben. Denkbar ist hier die Analyse von Problemléseprozessen. D. h. ein fertiges Modell
wird untersucht und die gezogenen Schlussfolgerungen bewertet [10, S. 163]. Es werden
Kriterien der Modellevaluation untersucht [5].

Das vorgeschlagene Stufenmodell ist unabhéngig von der jeweiligen Schul-/ Bildungsstufe
und kann zur Untersuchung eines Léngsschnittes iiber Bildungsstufe (Primarstufe, Sekun-
darstufe (I/II), usw.) eingesetzt werden.

Als weitere Dimension kann zu den Niveaustufen das jeweilige Anforderungs-/Schwierigkeitsniveau
der zugrundeliegenden Aufgabe betrachtet werden.

2 Unterrichtsreihe und Beispiele

Zu beantworten sind im Rahmen theoretisch-konzeptioneller Untersuchungen mit punktu-
eller Erprobung in Unterrichtsreihen unter anderem folgende Fragen.

e Was sind Modellbildungskompetenzen?
e Welche Fiahigkeiten charakterisieren Kompetenzen?
e Wie lassen sich Niveaustufen der Kompetenzen charakterisieren?

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Kompetenzstufen der Modellbildung
und den Inhalten der Schulstufen? (vgl. [9])

Bei den unterrichtlichen Beispielaufgaben lassen sich zwei Gruppen unterscheiden:

e Aufgaben die sich nur auf jeweils eine Niveaustufen beziehen

e Aufgaben die sich alle auf alle drei Niveaustufen beziehen.

2.1 Unterrichtliche Inhalte

Ein Vergleich von Modellbildungsbeispielen, skizzierten Unterrichtsreihen, Testreihen etc.
in der aktuellen didaktischen Diskussion? (vgl. [14]) lassen fiir die Sekundarstufe die folgen-
den Problemkreise (aus Sicht realer Anwendungsprobleme) fiir die schulische Behandlung
als interessant erscheinen:

?Beispielsweise die Publikationen und Untersuchungen der ICTMA (The International Community
of Teachers of Mathematical Modelling and Applications) welche sich seit nunmehr 20 Jahren mit den
Grundlagen, Methoden und Zielen der mathematischen Modellbildung befassen, liefern eine Vielzahl von
Beispielen.
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e Probleme rund um den Verkehr auf Strafle, Schiene, Wasser und Luft

— Stau, Sicherheitsabstand, Transportkapazitit, Energieverbrauch, Routenplanung,
Straflen- und Wegeplanung, Straleniiberquerung, Ampelschaltung, Giiterverla-
gerung von der Strafle auf die Schiene/das Wasser

e Probleme rund um den Sport

— Ballspiele, Rekorde
e Probleme rund um die Gesellschaft

— Erndherung, Ressourcen, Klima, Geburten- Todesraten, Zukunftsplanung
e Verpackungsprobleme

— optimale Verpackung, Verpackung fiir den Konsum/ Transport
e Probleme rund um Preise und Geld

— Preiskrieg, Preismodelle, Gebiihren, Kredite, Rabatte, Sparen
e physikalische Probleme

— Freie Fall, gebremste Fall, Geschwindigkeit, nichtlineare Probleme
e biologische Probleme

— Wachstum, Symmetrie

Nicht aufgefiihrt sind hier Aufgaben- und Problemkreise ,,innermathematischer Modellbil-
dung*.

2.2 Unterrichtlicher Zugang zur Modellbildung

Tkeda und Stephens [3] unterscheiden zwei Moglichkeiten des unterrichtlichen Zugangs zur
Modellbildung. Den ersten Zugang bezeichnen sie als Analytischer Zugang (analytical ap-
proach) und charakterisieren ihn durch die Schiilertéitigkeit der Analyse und Interpretation
eines einfachen mathematischen Modells. Einen zweiten Zugang sehen ITkeda und Stephens
in der selbstdndigen Konstruktion eines mathematischen Modells zur Untersuchung eines
Problems. Diesen zweiten Zugang bezeichnen sie als Konstruktiven Zugang (constructive
approach).

2.3 Unterrichtsbeispiele fiir den Analysisunterricht
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2.3.1 ,Kalkulierter* Fallschirmsprung (Christian Hartfeldt)
Problemstellung

Ein Fallschirmspringer wiegt 100 kg und springt aus dem Flugzeug.
Beschreiben Sie mit verschiedenen Modellen diesen Vorgang und lésen Sie die entsprechen-
den Aufgaben.

Ziele
Wissensziele: Die Schiiler kennen

e die Grundlagen des Arbeitens mit Funktionen,

e physikalische Grundgesetze der Kinematik, Reibungsgesetze, Bewegungsgleichun-
gen fiir den freien Fall, Newtonsche Axiome,

e den Umgang mit Tabellenkalkulationen (Excel).
Konnensziele: Die Schiiler kénnen

e ihr mathematisches Wissen auf einen physikalischen Sachverhalt anwenden,

e mit Excel umgehen, d. h. wissen wie man Daten eingibt, wie man Formeln
erstellt und wie man Diagramme erstellt,

Modelle in verschiedenen Reprisentationsformen aufstellen und bewerten (ver-
bal, symbolisch, algorithmisch),

e Zusammenhénge zwischen den einzelnen Modellen herstellen,

Numerische Loésungen kontextbezogen interpretieren.

Fachwissenschaftliche Grundlagen

Die Tabellenkalkulation hat in diesem Zusammenhang den Zweck, dass die Schiiler vom
Rechnen entlastet werden und sich auf die eigentliche Problemstellung konzentrieren kénnen.
Das Programm iibernimmt somit die Rechnungen. Damit kann ein experimenteller Einstieg
in die Problematik gefunden werden.

Physikalischer Hintergrund des Fallschirmsprunges

Zunéchst verldsst der Fallschirmspringer in einer bestimmten Hohe (ca. 2000-5000 m) das
Flugzeug und besitzt zunéchst eine grofle potentielle Energie. Diese wandelt sich beim
Fallen in kinetische Energie um. Hétte man keinen Luftwiderstand, so wiirde die Endge-
schwindigkeit v = \/2gh betragen. Diese Geschwindigkeit berechnet man aus a(t) = Z(t) =
—g = v(t) = &(t) = —gt + vo = x(t) = —t* + vot + x0. Unter Beachtung der Anfangsbe-
dingungen ist vy = 0 und o = h. Damit ist z(t) = —£t* + h. Die Fallzeit errechnet man
aus z(t) = 0 und ist 0 = —¢g/2t* + h = t = /2h/g und somit die Endgeschwindigkeit

vl =1 —g-+/2h/gl = V2gh.
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Nun herrscht im Allgemeinen Luftreibung und diese bremst jedoch die Bewegung des
Springers mit zunehmender Geschwindigkeit immer stérker ab. Durch den Fallschirm (grofie
Angriffsfliche) wird der Luftwiderstand erheblich vergréfiert.

Ein verbalisiertes Modell zur Realisierung des Fallschirmsprunges koénnte, durch das
Unterrichtsgespréch, wie folgt entstehen:

1. Absprung: Fallschirm noch geschlossen. In dieser Phase verrichtet die Ge-
wichtskraft am Springer Beschleunigungsarbeit.

2. Geschwindigkeit nimmt zu, auch der Luftwiderstand nimmt zu. Dadurch ver-
richtet die Gewichtskraft zunehmend mehr Reibungsarbeit.

3. Bei einer bestimmten Geschwindigkeit sind die Betridge von Gewichtskraft und
Reibungskraft gleich grofl. Die Geschwindigkeit nimmt dann nicht weiter zu.
Durch den Luftwiderstand wird die potentielle Energie in thermische Energie
umgewandelt. Die Gewichtskraft verrichtet ausschlieBlich Reibungsarbeit.

4. Offnung des Fallschirmes. Verringerung der Geschwindigkeit durch gréfere Wi-
derstandskraft. Dabei wird zusétzlich auch der iiberwiegende Teil seiner kine-
tischen Energie in thermische Energie umgewandelt.

Folgende Groflen sind beim Fallschirmsprung interessant:
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e Sprunghohe des Springers,

e Geschwindigkeit,

e Beschleunigung,

e Grenzgeschwindigkeit beim freien Fall mit ungeoffneten Fallschirm,
e Geschwindigkeit bei der Landung,

e Masse des Fallschirmspringers,

e Fliache des Fallschirmes,

e Aerodynamik,

e Form des Fallschirmspringers,

e Luftdruck,

e Zeitpunkt des Offnens des Fallschirmes,

e Luftverhéltnisse (Wind etc.),

Didaktische Reflexion

Physikalische Herleitung der zu untersuchenden Groéflen

Zundchst muss das mathematische Modell erstellt werden. Dabei gehen wir von den
Grundgesetzen der klassischen Mechanik aus.

Auf den Fallschirmspringer wirkt die konstante Gewichtskraft Fo = mg und die geschwin-
digkeitsabhéngige Reibungskraft Fg. Fiir groie Geschwindigkeiten benutzt man Reibungs-
krifte, die proportional zu v? sind. In guter Niherung gilt
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1
FR = §CWpLAU2 (21)

wobel

e cy: Widerstandsbeiwert (Zahl), hier ¢y = 1.11 (héngt vom Profil des um-
stromten Korpers ab)

e pr: Luftdichte p;, = 1.23 kg/m? (bei py = 1013 hPa),
e A: Fliache des fallenden Gegenstandes

— Fallschirm zusammengepackt: A = 1 m?,

— Fallschirm entpackt: A = 40 m?,

e v: Fallgeschwindigkeit.

Um die Bewegungsgleichung zu ermitteln, benutzt man das 3. Newtonsche Axiom (actio
= reactio)’ und erhélt fiir die resultierende Kraft

1
Fres :FG _FR =mg — §CWPLA'027

also
ma = mg — §prLA’UQ tm
d*z 1 cwpr, Av?
TrTTAe YT (22)

Damit hat man eine explizite Darstellung der Geschwindigkeit (rechnerisches Modell).

Aus (2.2) kann man einer der interessierenden Groflen, ndmlich die Endgeschwindigkeit
v; berechnet. Fillt der Korper lange genug, so gleichen sich Fr und Fg aus, d. h. dann ist

a =0 Z. Dann folgt
1 2mg
0=mg — échLAvf = v =4/ LA

Um den Geschwindigkeitsverlauf zu berechnen, benttigt man die Integralrechnung, da eine
Differentialgleichung zu berechnen ist. Dieses konnten die Schiiler noch nicht. Deshalb
wurde ein numerisches Modell verwendet.

3Bei zwei Korpern, die nur miteinander, aber nicht mit anderen Koérpern wechselwirken, ist die Kraft
F1 auf den einen Korper entgegengesetzt gleich der Kraft auf den anderen Korper. Newton formuliert

—

actio = reactio < F|, = —F5.
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Einfithrung in EXCEL anhand der Aufgabe

Die Schiiler benotigen zur Losung der Aufgabe Kenntnisse und Fertigkeiten im

e Eingeben von Daten,
e Eingeben von Formeln,

Felder umbenennen,

Felder automatisch ausfiillen lassen,

Graphen erstellen,

Es werden gemeinsam die Ausgangsdaten zunéchst einmal eingeben:

z(0) = 0.0 m
v(0) = 0.0 m/s
At = 01 s

g = 981 m/s’
m = 100 kg

A 1 m?

o = 123 kg/m3
v = 111

Feste Daten sind g, v(0), x(0), p und cw.

Variiert werden kann an m, A, At.

Die Felder konnen dann umbenannt werden, sodass die gleichen Bezeichnungen wie in
Formel (2.2) vorhanden sind.

Losungsalgorithmus in Excel

In EXCEL soll nun die folgende Tabelle erstellt werden:

tins|ainm/s? | v(t) in m/s z(t) in m
0 9.81 0
Zahl 0 Konstante | weiter steigend
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Dieses ist das numerisches Modell.

Eingabe der Formeln in den Spalten und anschlielend automatisches A usfiillen:

e ¢ ins: 0 muss eingegeben werden (erstes Feld). Dann kann dieses Feld mit At addiert
werden und automatisch ausfiillen.

e ¢ in m/s?: Einfiigen der Formel (2.2) und ausfiillen.

e v(t) in m/s: Hier wird Halbschrittverfahren verwendet. Man wahlt als Schétzwert
fiir die Geschwindigkeit im Intervall nicht den Anfangswert sondern den Wert zur
Mitte des Schrittes. Die Beschleunigung wird gemittelt aus Anfangs- und Endwert.
Mit diesen Schétzwerten ergibt sich eine wesentliche Verbesserung der Vorhersage.
Die Formel lautet:

zugehorige Beschleunigung - At

v(t) = Anfangsgeschwindigkeit + 5

e z(t) in m: Anfangsweg eingeben. Weitere Felder fiillen sich aus nach

x(t) = Anfangsweg + zugehorige Geschwindigkeit - At.

a- At
Vay =  Valt + T

theu = tal + At

F = m-g—05-cw-A-pp-(v,)?

F
a = —
m
— I
Tneu = Lalt + Valt At
Upen = Uy +a-AL

Variation der Ausgangsdaten: Verindern von m, A, At.

Folgende Ergebniss miissen aus der Tabelle ersichtlich werden:

e Es gibt eine Grenzgeschwindigkeit fiir grofle Zeiten, welche von der Masse und Fléche
abhéngen.

o Korper féllt schneller, je kleiner die Fléche ist.

o Korper féllt bei konstanter Fliache schneller, je schwerer dieser ist.
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Graphische Auswertung: Mittels EXCEL kann dieses auch graphisch ausgewertet wer-
den.

Freier Fall mit Reibung
60,0 q
/
50,0 /
f
40,0
/ ——
30,0 s —a(t) in m/s"2
20,0 | /’ v(t) in m/s
/ —X(t) inm
10,0 +—<&£4 . —]
s tins—
0,0 +~ — ‘ —
0 5 10 15 20

Methodische Hinweise

Die Stoffeinheit ist wegen des physikalischen Themas fiir eine Behandlung im Mathematik-
unterricht relativ schwierig. Fiir einen Modellbildungsprozess ist sie aber sehr gut geeignet,
da sehr viele verschiedene Modelle vorkommen und die Moglichkeit somit besteht, den Mo-
dellbildungsprozess zu beschreiben und einzelne Phasen charakterisiert werden kénnen. So
kann man zunéchst das verbalisierte Modell im Unterrichtsgesprich behandeln. Dieses
wurde von den Schiilern auch sehr gut erbracht. In diesem Zusammenhang konnten auch
die charakterisierenden Gréflen ermittelt werden. Nach Klarung des verbalisierten Modells
konnte anschliefend die Fallgeschwindigkeit eines Korpers im freien Fall berechnet werden.
Hierbei benutzten die Schiiler eine Formelsammlung. Diese Geschwindigkeit ist deshalb
berechnet worden, um némlich spéter damit die Endgeschwindigkeit im freien Fall mit
Reibung zu vergleichen und Modellkritik auszufiihren (Kompetenzklasse 2).

Das mathematische Modell wurde anschlieend aus dem 3. Newtonschen Axiom her-
geleitet. Dieses war fiir die Schiiler schwierig, da diese Betrachtungen im Physikunterricht
nicht mehr ausfiihrlich behandelt wurden. Man erhielt die Beschleunigung und somit eine
Differentialgleichung. Diese konnen die Schiiler nicht 16sen, Deshalb wurde dann ein nu-
merisches Modell verwendet, wozu zur Durchfithrung Excel bereitstand. Da die Schiiler
im Umgang mit Excel unsicher waren, wurde dieses gemeinsam durchgefiihrt. Das vie-
le Schiiler die Thematik nicht verstanden haben, wurde klar, als die Ergebnisse grafisch
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veranschaulicht wurden. So wollten einige hier ein Balkendiagramm verwenden. Richtig
wére ein funktionaler Zusammenhang und somit ein Funktionsdiagramm. Dieses wurde
anschliefend noch gezeichnet. Dennoch wurde in der anschliefend foglenden Zusammen-
fassung der verschiedenen Modelle festgestellt, dass die Schiiler den Modellbildungsgang
verstanden hatten, aber in der Thematik und Reflexion zwischen der Mathematik und
Physik Defizite zeigte (Metareflexion iiber die Modellbildung).
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Weitere Unterrichtsmittel

Freier Fall - mit Reibung
Methode der kleinen Schritte - Halbschrittverfahren

Anfangswerte Algorithmus
x©0)= 00 m Vai' =Va + alAU/2
v(0)= 0,0 m/s theu=tar + At

&= 01 s F = mLy - 0,50t, CACPVar)®

g= 9,81 m/s? a=F/m

m= 100 kg Xneu = Xait +Va TAt

A= 10 M Vieu'=Var' + at

p= 123 kgim®

Ca= 1,11

tins ain m/s’ V(t) in m/s X(t) in m Hinweis
0 9,8 0,5 0,0 Nur jeder 10. berechnete Wert
0.1 9.8 15 0.0
L 0,2 9.8 2,5 02
Variation der 03 938 34 04
i 0.4 9.7 44 0.8
Anfangswerte in der o5 o7 4 1
blauen Spalte 06 96 63 18
0.7 95 7.3 2.4
0.8 9.4 8,2 31
0.9 9.3 9.2 39
1 9.2 10,1 4,9 wird in der Tabelle dargestellt!
2 7.7 18,5 18,9
3 57 25,1 40,5
4 39 29,8 67.9
5 25 32,9 99,2
6 1,6 34,9 133,1
7 1,0 36,1 168,5
8 0.6 36,8 205,0
9 0.3 37,3 242,0
10 0.2 37,5 2794
11 0,1 37,7 317,0
12 0,1 37,8 3548
13 0,0 37,8 392,6
14 0,0 37,9 430,4
15 0.0 37.9 468,3
16 0.0 37.9 506.2
17 0.0 37.9 544,1
18 0,0 37.9 582,0
Freier Fall mit Reibung
60,0 1
]
T
i
50,0 1
T
I
40,0
. _ T
]
[
300 /
,I ——a(t) in m/s"2
v(t) inm/s
20,0 .
—=x(t) inm
/i 11
/ tinsT—
10,0 [ T
/
7
7
00+ -
0 5 10 15 20
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2.3.2 Ganz schén extrem! (Steffen Hammermeister)

Problemstellung(en)

. Jedem Bewohner der Erde soll ein Stiick Land zugeteilt werden. Wie grof3 kann

. Das von der Sonne ausgesandte Licht braucht bis zur Erde eine Zeit von 500

. Von einer handelsiiblichen Dose (z. B. Coladose) mit einem Volumen von V =

. Ein Kérper wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 20 %+ senkrecht nach

dies maximal sein?

Sekunden. Welche Strecke legt die Erde auf ihrer Bahn um die Sonne innerhalb
eines Jahres zuriick?

0,33¢ ist diejenige Form zu berechnen, die einen minimalen Blechverbrauch
garantiert.

oben geworfen. Nach wie viel Sekunden erreicht er seinen héchsten Punkt?

Ziele

Wissensziele: Die Schiiler kennen

die Grundlagen des Arbeitens mit Funktionen,
die Modellbildung als Erkenntnismethode,

das Verfahren zur Lésung von Extremwertaufgaben.

Konnensziele: Die Schiiler konnen

Extrem- und Wendestellen ganzrationaler Funktionen selbststéndig bestimmen,

ihr mathematisches Wissen auf einen auflermathematischen Sachverhalt anwen-
den,

Modelle in verschiedenen Reprisentationsformen aufstellen und bewerten (ver-
bal, symbolisch, algorithmisch),

Zusammenhénge zwischen den einzelnen Modellen herstellen,

ihr Wissen iiber die Differentialrechnung auf Extremwertaufgaben anwenden.

Fachwissenschaftliche Grundlagen

e Das erste in dieser Stunde behandelte Problem (Problem der Landmasseverteilung)
sollte keine grofien Voraussetzungen benotigen. Unter der Annahme, dass die Erde
eine Kugel ist, miissen die Schiiler die Formel zur Berechnung der Oberfliche einer
Kugel kennen, also A = 4mr2.

25



e Die Frage nach dem Weg, den die Erde wéhrend eines Jahres um die Sonne zuriicklegt,
fordert den Schiilern ein wenig physikalisches Wissen ab. Man nimmt an, die Bahn sei
kreisformig, sodass sich ¢ = 27r als Bahnlénge ergibt und man den benotigten Radius
r aus dem Weg-Zeit-Gesetz der gleichférmigen Bewegung erhélt, hier also r = ¢t (c -
Lichtgeschwindigkeit, ¢ - Zeit, die das Licht von der Sonne zur Erde benétigt).

e Problem 3 fiihrt die Schiiler in das Gebiet der Extremwertaufgaben ein. Sie miissen in
diesem Fall erkennen, dass es eine Grofie gibt (hier die Oberfliche der Dose), die ein
Extremum annimmt. Um dieses bestimmen zu kénnen, miissen sie in der Lage sein,
eine Hauptbedingung, eine oder mehrere Nebenbedingungen sowie die daraus resul-
tierende Zielfunktion aufzustellen. Von dieser Zielfunktion sollten die Schiiler dann
mit Hilfe des Kalkiils der Differentialrechnung das Extremum der Dosenoberfléiche
bestimmen konnen.

Didaktische Reflexion

Zur Reaktivierung des Wissens der Schiiler iiber die Differentialrechnung wurde zu Beginn
der Stunde folgende Aufgabe gerechnet.

Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades
f(z) = 42® — 182% + 242 — 8.

1. Was lasst sich aus dem Grad des Polynoms auf die Anzahl der Extrem- und
Wendestellen schliefen?

2. Berechnen Sie die lokalen Extrempunkte der Funktion.

3. Weisen Sie nach, dass der Punkt W (1,5|1) der Wendepunkt dieser Funktion
ist.

Die Schiiler 16sten diese Aufgabe in der vorgegebenen Zeit von etwa 10 Minuten. Die Ergeb-
nisse wurden anschlieend an der Tafel zusammengefasst und der Graph dieser Funktion
als Folie aufgelegt (siche weitere Unterrichtsmittel).

f'(z) = 122% — 36z + 24
f"(z) =24z — 36
f" () = 24
H(1/2)

7(2/0)
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Problem der Landmasseverteilung

Die Bearbeitung von Problem 1 fiihrte zu folgenden Erkenntnisse:

1. Einflussgrofien

e Erdradius r

e Bevolkerung B

e Erdoberfliche f

e Fliche der zugeteilten Landparzelle [

2. Modellannahmen

e 1 =6370 km = 6,37 -10° m
e B=6-10°
e Erde ist kugelférmig

3. Modell
0 i _ 472
B B
4. Losung
g__>4ﬁ(6,37~1061n)2__ 4740, 5769 - 102 m?
a 6 - 109 N 6 - 109
¢ =84.984 m? = 8,5 ha
5. Modellfehler

e Erde keine Kugel

e Gebirge unbewohnbar

e nur 25 Prozent Landmasse

1
147”’2

== 510

=21.246 m* = 2,1 ha,

Weg der Erde um die Sonne

Zur Beantwortung der Frage, welchen Weg die Erde im Verlauf eines Jahres um die Son-
ne zuriicklegt (Problemstellung 2), wurde den Schiilern zunéchst 5 Minuten Zeit ein-
gerdumt, um selbststéindig eine Losung dieses Problems zu finden. Auf Grund einiger Un-
klarheiten dariiber, wozu die Zeit von 500 Sekunden gegeben war und die Schiiler den
mittleren Bahnradius Erde-Sonne im Tafelwerk nachschlugen, wurde die Aufgabe im End-
effekt im Lehrer-Schiiler-Gespréach gelost.
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1. Einflussgrofien

e Lichtgeschwindigkeit c

o Zeit t

e mittlerer Erdbahnradius r
e Linge der Erdbahn [

2. Modellannahmen

e Erde bewegt sich auf Kreisbahn

e c=23-10% o
3. Modell
0= 2mr
r=ct
= (= 2mnct
4. Losung

0 =92rct =21 -3-10° 2. 500 s
S

(=9,4-10" m

5. Modellfehler

e Erdbahn ist eine Ellipse

e 1 ist nur mittlerer Erdbahnradius

Minimaler Materialverbrauch bei einer Dose

An Hand dieser Aufgabe (Problemstellung 3) wurde den Schiilern eine Einfithrung in
die Losung von Extremwertaufgaben geboten. Zur Vermittlung der Vorgehensweise beim
Losen solcher Aufgaben wurde den Schiilern ein Arbeitsblatt ausgehéndigt (siehe weitere
Unterrichtsmittel). Die Aufgabe wurde anschlieBend im Lehrer-Schiiler-Gesprach gelost.
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1. Hauptbedingung

Ao = Ao(r, h) = 2rr(r + h) = 2nrh + 2772

2. Nebenbedingung
V = 330ml = 330cm?

330
330 = m’h = h = —
_ mr?
3. Zielfunktion 330
Ao(r) = 2mr— + 2mr?
r

= Ao(r) = 660r~" + 277
4. Extremwertbestimmung
Ap(r) = —660r—2 + 47
AL (r) = 132003 4 4x

Ap(r) = 0= —660r—2 + 4mr

1
660 \ 3
660r 2 = 4dnr = r = (4—) ~ 3,75
T

A(3,75) = 37,6 > 0

= lokales Minimum

5. Ergebnis
r=23,75 cm

= h=7,49 cm

= Ap = 264,8 cm?
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Wurf nach oben

Die Losung von Problem 4 fiihrte zu folgendem Modellansatz:

» Wurf nach oben*

s(t) = vot — th
s'(t) = vy — gt
'(t) = —g
0=25'(t) =vy— gt
gt:voét:%:%

= Lokales Maximum
Nach 2 Sekunden erreicht der Kérper seinen hochsten Punkt. Er fliegt s(2s) = 20 m
hoch.

Methodische Hinweise

Das Problem der Verteilung der Landmasse unter allen Erdbwohnern war als Einstiegsauf-
gabe konzipiert. Die Schiiler erkannten schnell die notigen Voraussetzungen und konnten
selbststandig ein Modell aufstellen und 16sen. Auch die Fehler des Modells wurden sehr
gut erkannt und trugen zu dessen Verbesserung bei. An Hand dieser Aufgabe wurde den
Schiilern auch noch einmal der Modellbildungsprozess nahe gebracht (vgl. Kapitel 1 von
Mike Keune).

Die Berechnung der Léange der Erdbahn bereitete den Schiilern ebenfalls keine Probleme.
Jedoch ist darauf hinzuweisen, dass man bei dieser Aufgabe das Tafelwerk nicht erlauben
sollte. Es zeigte sich, dass die meisten Schiiler den mittleren Abstand Erde-Sonne nach-
schlugen und sich ihnen daher die Notwendigkeit des gegebenen Zeitwertes nicht erschloss.
Dieser war jedoch dazu gedacht, mit Hilfe der Lichtgeschwindigkeit den Erdbahnradius zu
berechnen. Nach Besprechung der Aufgabe konnten die Schiiler an Hand dieser die Mo-
dellbildungsphasen selbststéndig erkennen und auch charakterisieren.

Zur Einfithrung von Extremwertproblemen eignet sich die Aufgabe zur Bestimmung des mi-
nimalen Blechverbrauchs einer Dose besonders. Ein Verfahren zur Losung solcher Extrem-
wertaufgaben wurde den Schiilern in Form eines Arbeitsblattes gegeben und dieses dann
an Hand der Aufgabenstellung ausfiihrlich besprochen. Auch bei dieser Aufgabe konnten
die Lernenden die Modellbildungsphasen nachvollziehen und selbststéndig erldutern. Des
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Weiteren erkannten die Schiiler an der Losung, dass es sich nur um ein Modell handelte,
denn die errechnete Form trifft auf tatsidchliche Dosen nicht zu.

Weitere Unterrichtsmittel

Folie

1. Gegeben sei die ganzrationale Funktion dritten Grades
f(z) = 42® — 182% + 242 — 8.
(a) Was lisst sich aus dem Grad des Polynoms auf die Anzahl der Extrem-
und der Wendestellen schlieflen?
(b) Berechnen Sie die lokalen Extrempunkte der Funktion.
(c) Weisen Sie nach, dass der Punkt W (1, 5|1) der Wendepunkt dieser Funk-

tion ist.

2. Jedem Bewohner der Erde soll ein Stiick Land zugeteilt werden. Wie grof3 kann
dies maximal sein?

3. Das von der Sonne ausgesandte Licht braucht bis zur Erde eine Zeit von 500 s.
Welche Strecke legt die Erde auf ihrer Bahn um die Sonne innerhalb eines
Jahres zuriick?

Folie
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Folie

[a\]

s

= 500

Q) \\\

< 400}

'1‘6 \ ~

= 300} -
200}
100}

2 0 2y in em? 6

Schrittfolge zum Lésen von Extremwertaufgaben:

Arbeitsblatt

1. Aufstellen der Hauptbedingung
Welche Grofle soll einen Extremwert annehmen? (z. B. Volumen, Oberfliche...)

2. Aufstellen der Nebenbedingung(en)
Zwischen den Variablen, die in der Hauptbedingung vorkommen, wird eine
Beziechung hergestellt. (z. B. Satz des Pythagoras, Strahlensétze, Flichen- und
Volumenformeln...)

3. Aufstellen der Zielfunktion
Mit Hilfe der Nebenbedingung(en) wird die Hauptbedingung so umgeformt,
dass sie nur noch die Abhéngigkeit von einer Variablen aufweist. Die Definiti-
onsmenge ist zu beachten.

4. Bestimmen der Extremwerte der Zielfunktion

5. Formulieren der Ergebnisse
(Einheiten beachten!)
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2.3.3 Die Strale mit dem ,,Knick* (Frank Grundmann)

Problemstellung

Im Planungsbiiro der Firma STRABAKUCK trifft ein Auftrag ein: Eine aus Rich-
tung Adorf kommende Strafle endet zur Zeit im Punkt A. Sie muss in einem Bogen
in die StraBe nach Bestadt iibergeleitet werden; ab dem Punkt B ist diese Strafle
schon fertig gestellt. Die Anschlussstellen A und B liegen an den Ecken eines Recht-
ecks von 40 m x 60 m, wobei die Strafie nach Bestadt sich im Punkt B um 45 Grad
nach links wendet.

Adorf
/\\
\i ____ 60 ’*—.\
450" \
''''''' Y 1\.1
40 m " B Bestadt

Ziele
Wissensziele: Die Schiiler kennen

e die Modellbildung als Erkenntnismethode
e die Phasen der Modellbildung

Die Schiiler erkennen
e die Problematik der Modellgréfien, -genauigkeit und -iibersichtlichkeit
Konnensziele: Die Schiiler kénnen
e Modelle aus verschiedenen Zusammenhéngen ableiten
e Modelle {iberarbeiten
Fachwissenschaftliche Grundlagen

Zur Behandlung der Stralen - Planung ist es notwendig eine Funktion an gegebene Werte
anzupassen. Im Ergebnis erfolgt eine Koeffizientenbestimmung fiir eine gegebene Funktion
in Abhéngigkeit von deren Gestalt.
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Die gegebenen Werte bezichen sich im ersten Schritt auf Funktionswerte f(x) und de-
ren Ableitung f’(z). Die Anzahl und die Qualitét der Werte lassen sich beliebig erhohen
(z.B. Beriicksichtigung der Fliehkraft zur Bestimmung der maximalen Kriimmung [f”(z)],
Beriicksichtigung einer angewinkelten Bauweise der Fahrbahn zur Erh6hung der zuldssigen
Kriimmung). Bei den behandelten und am einfachsten zu parametrisierenden Funktionen
der Polynome n-ten Grades ist zur Losung des Problems ein Gleichungssystem (n + 1)-ter
Ordnung zu l6sen.

Didaktische Reflexion

Die Bestimmung der Groflen héangt von der Wahl des Koordinatensystems ab. Zur Verein-
fachung wird hier der Punkt A als Koordinatenursprung definiert. Die zu Adorf fithrende
Strafle fallt unter einem Winkel von 135° auf die positive z-Achse. Der Mafistab wird mit
1 LE : 10 m festgelegt.

Unter diesen Annahmen ergeben sich die folgenden Gréfien, die von den Schiilern selbst zu
ermitteln sind:

f(()) = 07 f(6> = _47 7f/(0) = _17 f/(6) = 0.

Bei diesen Werten ist es notwendig eine Funktion dritter Ordnung fiir die Losung des Pro-
blems zu verwenden. Ein schrittweises Herangehen durch das zeitweilige Vernachléssigen
von Gréflen ist im Hinblick auf die Modellreflektion und Modellverbesserung sinnvoll.

Berechnung der Modelle

1. Schritt: Lineares Modell

Als Ansatzfunktion wird eine Gerade y; gewéhlt:
Yy = a - x + ag-.

Das zugehorige Gleichungssystem lautet unter Verwendung der beiden Funktionswerte:

—4 =aq 6 + Qo
0 =aq - 0+ ag
Als Losung ergibt sich:
2
Y1 = ~3 © T+ ap.

Das Eintragen dieser Funktion in das gewihlte Koordinatensystem verdeutlicht zwei Knicke
(Stellen an denen die Funktion nicht differenzierbar ist) an den Ubergéngen.

2. Schritt: Quadratisches Modell

Als Ansatzfunktion wird eine Quadratische Funktion y, gewahlt:
ygzag-x2+a1 - T+ ag.
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Das zugehorige Gleichungssystem lautet unter Verwendung der beiden Funktionswerte und
der Ableitung im Punkt A (Version a):

—4 = a2a'62+a1a'6+a0a
0 = a2a'02+a1a'0+a’0a
-1 = 2-a2a-0+a1a

Als Losung ergibt sich:
1
Y2a = 18 T2 — T.
Das zugehorige Gleichungssystem lautet unter Verwendung der beiden Funktionswerte und
der Ableitung im Punkt B (Version b):

—4 = agb-62+a1b-6+a0b
0 = agb-02+a1b-0+a0b
0 = 2-ayn-6+ap

Als Losung ergibt sich:
1 5, 4
=—.x"—=-
Yab 9 3

Eine dritte Moglichkeit besteht, indem die beiden Ableitungen sowie ein Funktionswert
vorgegeben werden. Da diese Variante jedoch das Ziel (den Ort) verfehlt wird sie hier nicht
berechnet.

3. Schritt: Kubische Funktion

Als Ansatzfunktion wird eine Quadratische Funktion y3 gewéhlt:
y3:a3-x3+a2~x2+a1~x+ao.

Das zugehorige Gleichungssystem lautet unter Verwendung der beiden Funktionswerte und
der Ableitungen in den Punkten A und B:

—4 = a3'63+a2-62+a1'6+a0

0 = a3'03+a2-02+a1'0+a0

—]_ = 3-a3-022+2-a2-0+a1

0 = 3'0,3'62"—2'0,2'6"‘(11
Als Losung ergibt sich:

1
Y3 = — - 1° — 1.

Die Graphen zu den Funktionen sind im Anhang verfiigbar.

Im Zusammenhang mit der Losung der Aufgabe kénnen verschiedene Fachbegriffe wieder-
holt und hinsichtlich des Versténdnisses iiberpriift werden.

e Bei der Bildung der Ableitungen sind die Ableitungsregeln anzuwenden.
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e Bei der Ermittlung der gegebenen Groflen sind die Begriffe Nullstelle und Extremum
mit den hierfiir notwendigen bzw. hinreichenden Bedingungen notwendig.

e Bei der Losung der Gleichungssysteme konnen Begriffe wie Losbarkeit und Eindeu-
tigkeit wiederholt werden.

Verwendung von Begriffen der Modellbildung

Die Begriffe der Modellbildung und der Modellbildungskreis wurden in den vorangegange-
nen Stunden bereits eingefiihrt und genutzt. Jedoch zeigten die Schiiler noch Schwichen
in der konsequenten Abgrenzung der Phasen.

Mit Hilfe einer Aufteilung der zu losenden Aufgabe in die entsprechenden Phasen ist eine
Verdeutlichung moglich.

Abgrenzung der Phasen:

1. Ermittlung des mathematischen Modells durch Abstraktion aus der Wirklichkeit

e Bestimmung der gegebenen Gréflen

e Bestimmung der Ordnung der zu ermittelnden Gleichung
2. Losung des mathematischen Problems

e Bestimmung der Koeffizienten
3. Interpretation der Ergebnisse

e Eintragen der ermittelten Funktion in das Koordinatensystem

e Bestimmung von Schwachpunkten in der Losung
4. Verbesserung des Modells

e Erhohung der Anzahl der gegebenen Gréflen
e Erhohung der Ordnung der zu ermittelnden Gleichungen

e Diskussion weiterer Verbesserungsansétze

Methodische Hinweise

Der iiberwiegende Teil der Stunde war der Problematik der Verfeinerung von Modellen ge-
widmet. Ausgehend von der Aufgabenstellung eines Stralenbauprojektes sollten die Schiile-
rInnen zuerst selbsténdig eigene Losungen suchen. Nachdem die SchiilerInnen die erste
Stufe der Mathematisierung, die Nutzung eines Koordinatensystems, erfolgreich absolviert
hatten, wurden erste mogliche Stralenverldufe eingezeichnet und mit bekannten Funktio-
nen verglichen. An dieser Stelle wurde die selbsténdige Arbeit der SchiilerInnen unterbro-
chen und der Losungsprozefl an der Tafel / Folie fortgesetzt. Ausgehend von der kiirzesten
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Verbindung einer Gerade (lineare Teil - Funktion mit fehlender Differenzierbarkeit an den
Anschlufipunkten [Knicke]) wurden fiir den Stralenverkehr giinstigere Funktionen gesucht
und in Funktionen héherer Ordnung gefunden. Die Anforderungen an derartige Funktio-
nen hinsichtlich der Ableitungen und Funktionswerte wurden erarbeitet. Die Bestimmung
der Parameter der Funktion selbst wurde aus Griinden der Zeitersparnis nicht realisiert,
die Parameter und die Graphen wurden in der Vorbereitung bestimmt und lagen somit
vor. Im Zusammenhang mit der Thematik Parameterbestimmung stellt diese Aufgabe ei-
ne sehr gute Verkniipfung von Modellbildung und Stoffvermittlung / Stofffestigung dar.
Zum hier separat anvisierte Zweck der Verfeinerung von Modellen ist die Aufgabe sehr gut
geeignet, jedoch bleiben die fiir die Losung notwendigen Zwischenschritte und die damit
verbundenen Probleme der Mathematik aus zeitlichen Griinden auf der Strecke.

Mit der Funktion dritter Ordnung konnten die Bedingungen (Differenzierbarkeit an den
Anschlupunkten) erfiillt werden. Weitere Verfeinerungen hinsichtlich einer maximalen
Kriimmung (Geschwindigkeitsbegrenzung) wurden angesprochen aber nicht konkretisiert.

Weitere Unterrichtsmittel
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2.3.4 ,,Der Sprung von der Schanze“ (Aileen Schriéder)
Problemstellung

Einem Skispringer ist bekannt, dass thm bei seinem Sprung eine Weite von 120 Metern
gelang. Der Schanzentisch liegt auf einer Hohe von 42 Metern. Seine héchsten Punkt er-
reichte er 35 Meter nach seinem Absprung. Sportler analysieren ihre Springe nach einem
Wettkampf um anschliefiend eine Fehlerkorrektur vornehmen zu konnen. Aus diesem Grund
lisst er sich von uns seine Flugbahn anndhernd bestimmen.

Nach Angaben der Spezialisten betrigt der ideale Winkel beim Absprung exakt 45°.

a) Analysiere diesen Aspekt bei der Flugkurve unseres Springers!

b) Welche Auswirkung hditte ein idealer Absprungwinkel auf die Flugbahn unseres Sprin-
gers?

Ziele
Wissensziele: Die Schiiler kennen

e die Vorgehensweise zur Bestimmung einer Funktion n-ten Grades,

e die Grundlagen beziiglich des Arbeitens mit Funktionen und deren Zusam-
menhénge,

e den Prozess der Modellbildung.
Konnensziele: Die Schiiler konnen

e cinen realen Vorgang in ein mathematisches Modell {ibertragen,
e auf Grundlage gegebener Informationen Gleichungen aufstellen und diese 16sen
e die numerische Lésung kontextbezogen interpretieren.

Soziale Ziele: Die Schiiler scheuen sich nicht, Ansichten zu hinterfragen und eigene Stand-
punkte zu verteidigen.

Fachwissenschaftliche Grundlagen

Die Schiiler benétigen fiir die Bearbeitung der Aufgabe lediglich die Grundlagen der Dif-
ferentialrechnung. Wenn Funktionsplotter zum Einsatz kommen, sollten der Umgang mit
diesem Hilfsmittel zur graphischen Darstellung der Funktionen aus Zeitgriinden bekannt
sein.
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Physikalischer Hintergrund des Skisprunges

Die Komplexitédt eines Skisprunges in ganzheitlicher Betrachtung stellt den Schiiler vor
ein unlosbares Problem, da in physikalischer sein Sicht Wissen und Koénnen nicht aus-
reicht um die Aufgabe korrekt 16sen zu konnen. Daher wéahlt der Schiiler sich ein Modell,
das dem realen Vorgang unter bestimmten Bedingungen anndhert und dem Schiiler eine
Moglichkeit beitet eine Losung zu ermitteln. In unserem Fall bietet es sich an die kom-
plexe sportliche Bewegung in unterschiedliche Teilbewegungen zu zergleidern und unsere
Aufmerksamkeit lediglich auf die Hauptphase - Flugphase zu richten. Wir nehmen an, dass
die Flugbahn unseres Skispringers aufgrund der physikalischen GesetzméfBigkeiten einer
Flugparabel gleicht, dhnlich eines Wurfes. Somit ist eine quadratische Funktion gesucht.

Flugparabel — Quadratische Funktion
f(x) =az®> +bx+c, abceR

Dabei lassen wir bestimmte Faktoren, deren Bedeutung in diesem Zusammenhang nicht
widersprochen wird, jedoch unberiicksichtigt um unser Modell zu vereinfachen.

vernachléssigte Faktoren

e Masse des Springers e Windverhéltnisse

e Geschwindigkeit des Springers e Schanzenbau (Anlauf und Landebahn)
e Technik des Springers e Individualitdt des Sportlers

e Material

Didaktische Reflexion
Verstehen des realen Vorgangs

Zunéchst muss dem Schiilern ein Zugang zur Thematik ,,Skispringen“ geschaffen werden,
um ein einheitliches Ausgangsniveau zu sichern. Hierfiir bieten sich Hilfsmittel wie Vi-
deoaufzeichnungen beziehungsweise Bilder von Skispriingen an.

Eine gemeinsam erarbeitete Skizze mit Sprungturm, Landehiigel und ersten Uberlegungen
von Schiilern hinsichtlich der Flugkurve verschafft ein erstes visuelles Modell.

Die Schiiler miissen in erster Linie die Flugkurveneigenschaften diskutieren um sich auf
ein Modell zu einigen. Auflerdem miissen die vernachlassigten Faktoren unseres Modells
erarbeitet werden. Anschliefend sollten die Schiiler diskutieren, wie sie die Informatio-
nen aus der Aufgabenstellung in unsere Skizze iibertragen. Schwerpunkte sind dabei die
Festlegung des Koordinatenursprunges und das korrekte Einzeichnen der gegebenen Werte
beziehungsweise das Ablesen der Punkte.
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hinm
A
Schanze
Schanzentisch
Landebahn
R
Th—— W m
geg.: P =(0;42) ges.. f(z) = az’+br+c, abceR
Q = (35;y) @ lokales Maximum fl(x) = 2az+b
R = (120;0)
Lsg: Lineares Gleichungssystem
I 42 = ¢
Iy = 35%a+35+c
IIT 0 = 120%a+120b+c
IV 0 = 2-35z+b

Zielfunktion:

f(z) = —0,0072% + 0,49z + 42 .

Die ermittelte Funktion zweiten Grades kann mit einem Funktionsplotter leicht veranschau-
licht werden. Die ermittelte Flugkurve wird nun unter einem weiteren Aspekt diskutiert.
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Kurvenscharen. f(z) = —0.007 - 22 4+ 0.49 - x + 42.
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Die Erweiterungsaufgabe a) beschéftigt sich vertieft mit der Flugparabel unseres Springers,
indem wir einen neuen Aspekt hinzuziehen- seinen Absprung. Das Vorgehen zur Bearbei-
tung ist analog der vorherigen Aufgabe. Wichtig ist dabei, dass dem Schiiler zu jedem
Zeitpunkt bewusst ist, welche praktische Bedeutung diese Problematik hat und er diese
Teilaufgabe mit einem Fazit beendet. Das ermittelte Ergebnis dient dabei tatséchlich nur
dem eigentlichem Zweck- der Beurteilung des Springers hinsichtlich seines Absprungwin-

kels.
Es bietet sich folgendes Vorgehen an:

e Verstehen der Problemlage
Veranschaulichung des ,, Anstiegswinkel“ in der Skizze
Diskussion der Bedeutung des Absprungswinkels fiir die Flugbahn des Springers

e Mathematisierung des Realvorgangs
Anstiegswinkel zum Zeitpunkt des Absprungs
= Zusammenhang zur Tangente herstellen
= Winkel beim Absprung = Tangentenanstiegswinkel im Punkt P
Einzeichnen der Tangente im Punkt P(0;42)
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Kurvenscharen. fi(z) = —0.007 - 2% + 0.49 - x + 42 und fy(z) = 0.49 - x + 42.
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e Losen des Modells
Bestimmung des Anstieges der Tangenten zum Zeitpunkt des Absprunges

Losung;:
tana = f'(x) in P(0;42)
= 2ax+b
= b mit b = 0,49

= o =26,1°

e Interpretation des Ergebnis
Auswertung des Ergebnisses hinsichtlich unseres Realvorgangs
— Kritik am Springer, Diskussion der moglichen Griinde

Fazit: ,Der Anstiegswinkel unseres Skispringers zum Zeitpunkt des Absprungs war
zu klein. Er hat somit nicht seine ideale Weite erreicht.”

Die Teilaufgabe b) folgt als logischer Schritt unseres Springers beziiglich der Teilaufgabe
a). Dieser weifl durch Berechnung, dass sein Absprungwinkel nicht ideal war. Somit gelangt
man zum néchsten Schritt der motorischen Lernreihe - die Fehlerkorrektur am Absprung-
winkel unseres Springers, d. h. Korrektur des Anstiegswinkels zum Zeitpunkt des Absprun-
ges. Dabei zeigen wir unserem Springer, welche Auswirkungen ein Absprungwinkel von 45°
auf seinen absolvierten Sprung hdgtte. Dabei nehmen wir an, dass die Ausgangsbedingungen
unverandert sind, da wir iiber keine weiteren Informationen verfiigen. Bei der Bearbeitung
dieser Aufgabe ist es wesentlich, die Schiiler auf die praxisnahe Bedeutung ihrer Ergebnis-
se hinzuweisen. Nur dann erfolgt eine kritische Beleuchtung und in Fragestellung einiger
Funktionen (Flugkurven) unter praktischer Relevanz und Realisierbarkeit.

Auswirkungen auf unsere Parameter: a=7b=1c=42
Aufstellen der Kurvenschar/ Funktionsschar:

folx)=a-z+1-2+42fira<0

Mit Hilfe des Funktionsplotters kénnen Flugkurven fiir verschiedene Parameterwerte a
gezeichnet werden. Diese visuelle Darstellung hilft dem Schiiler die ermittelte Kurvenschar
kritisch zu beleuchten.
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10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130
Kurvenscharen. f(z,k) = k- 2%+ x + 42, wobei f; : k= —0.05, fo: k= —0.04,

for k=—0.03, fi: k=—-0.02, fs: k=—001, fs: k=0.

Methodische Hinweise

Die Bearbeitung des Problems eignet sich fiir den Modellbildungsprozess sehr gut. Das
Zusammenspiel der Unterrichtsfacher Mathematik, Physik und Sport sollte den Schiiler im
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Allgemeinen nicht iiberfordern. Der praktische Bezug bietet vielmehr einen Anreiz mathe-
matische Kompetenzen auf andere Gebiete zu iibertragen und unterstreicht einmal mehr
die weitreichende Bedeutung der Thematik Differentialrechnung und Funktionen. Die ein-
zelnen Phasen des Modellbildungskreislaufes konnen wiahrend der Bearbeitung der Aufgabe
auBerordentlich gut beobachtet werden, so dass bei mehrmaligem Durchlaufen des Kreises
in den Teilaufgaben das Arbeiten im Modell geschult wird.
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2.3.5 StraBlenbau mit ,,Hosentriger* (Mirka Stankewitz)
Problemstellung

Bei der Nordverlingerung der A 14 wurden in den vergangenen Jahren mehrere Ver-
laufsmaglichkeiten diskutiert. Zum jetzigen Zeitpunkt wird die sogenannte Hosentrdiger-
variante favorisiert. Diese Version sieht vor, die A 1/ von Magdeburg nach Schwerin und
die A 39 von Wolfsburg nach Liineburg zu verlingern. Dabei sollen die Stadte Stendal und
Ludwigslust von der A 14 passiert werden. Weiterhin ist geplant, die beiden Autobahnen
unterein-ander durch eine gut ausgebaute Bundesstrafie in Ost- West-Richtung im Raum
Salzwedel zu verbinden. Ziel dieser Aufgabe ist es, eine mathematische Beschreibung fiir
einen, an konkreten Punkten orientierten, maoglichen Straflenverlauf zu finden.

Sy
von Sachsen-Anhalt
favarisierte Streckenfilhrung

Stendal

von Niedersachsen iy, = 4
favorisierte Streckenfithrung @ Dresden
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Nordverldngerung der A 14: Hosentrigervariante

Diese Variante sieht vor, die A 14 von Magdeburg nach Schwerin und die A 39 von
Wolfsburg nach Liineburg zu verléngern. Dabei sollen die Stéddte Stendal und Lud-
wigslust von der A 14 passiert werden. Weiterhin ist geplant, die beiden Autobah-
nen untereinander durch eine gut ausgebaute Bundesstrafie in Ost-West-Richtung

im Raum Salzwedel zu verbinden.
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(nicht mafBstabsgerecht)

a) Versuchen Sie fiir die Trassenfithrung beider Autobahnen ein mathematisches

Modell in Form einer Funktionsgleichung aufzustellen.

Beachte: Die Trassenfiihrung darf keine Knicke und Unterbrechungen aufwei-

sen.

b) Aus Kostengriinden soll die Bundesstrafie eine moglichst kurze Verbindungs-
strecke zwischen den beiden Autobahnen sein. Untersuchen Sie mit Hilfe der in
a) gefundenen Funktionsgleichungen, wo sich die kiirzeste Verbindung befindet
und ob diese fiir die bisherigen Planungskriterien relevant ist.
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Ziele
Wissensziele:

e Die Schiiler kennen die Grundlagen des Arbeitens mit Funktionen (allgemeines
Schaubild von Funktionen verschiedenen Grades, allgemeine Funktionsgleichun-
gen, Ableitungsregeln, . ..)

e Die Schiiler wissen, wie man ein Gleichungssystem mit Hilfe von gegebenen
Punkten bzw. von Eigenschaften der Funktion an entsprechenden Punkten auf-
stellt und sie kennen die Schrittfolge des Gauflverfahren beim Losen des Glei-
chungssystems.

e Die Schiiler kennen den Ablauf zum Losen einer Extremwertaufgabe.

Konnensziele: Die Schiiler konnen ihr mathematisches Wissen auf einen realen Sachver-
halt anwenden, d.h.

1. Finden von Modellannahmen (Einflussgrofien im realen Kontext; Welche Fakto-
ren kénnen und sollen im mathematischen Modell berticksichtigt werden?; .. .)

2. Mathematisierung und Losung

e Die Schiiler kénnen die Lage der Stddte durch Punkte in einem Koordina-
tensystem darstellen.

e Die Schiiler sind in der Lage mit Hilfe der allgemeinen Funktionsgleichungen
bzw. deren Ableitungen sowie den gegebenen Informationen (Punktkoordi-
naten, Tangentenanstieg in einem Punkt) ein Gleichungssystem aufzustellen
und dieses anschlieBend zu 16sen, um die Funktionsgleichung zu ermitteln.

e Die Schiiler sind in der Lage, ein Extremwertproblem zu erkennen und die
Aufgabe entsprechend zu lésen.

3. Interpretation ihrer gefundenen Losung und dem gewéhlten Modell.

Didaktische Reflexion

Fiir die Arbeit an dieser Aufgabe sollte man etwa zwei bis drei Unterrichtsstunden einpla-
nen. Durch die Hinzunahme von zusammengesetzten Funktionen kann die Aufgabenstel-
lung dariiber hinaus erweitert werden. Die Zeitplanung ist jedoch zudem immer von der
gewihlten Sozialform abhéngig (Frontalunterricht; Einzel-, Partner- bzw. Gruppenarbeit).
Die folgende Darstellung kann als Orientierung genutzt werden:

Die Schiiler haben grofitenteils in Gruppen von vier bis sechs Personen zusammengearbei-
tet, wobei die Ergebnisse jeweils nach bestimmten Arbeitsphasen préasentiert, im Schiiler-
Lehrer-Gesprich diskutiert und zusammengefasst wurden, damit die Schiiler immer eine
Orientierung und eine etwa einheitliche Grundlage fiir die Weiterarbeit hatten.
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Modellannahmen fiir Problem a)

e Vernachlissigung des Reliefs (Hohenunterschiede, . . .)

e Vernachlissigung der Landschaft (Naturschutzgebiete, Seen, Fliisse, Stédte,
Bodenver-héltnisse, andere Strafien, Stadte, ...)

e Vernachlissigung der Baukosten

e Verwendung der Koordinaten (gerundet) der im Text der Aufgabenstellung
angegebenen Stédte als Fixpunkte fiir den Autobahnverlauf

e Strafle als Kurve (keine Straflenbreite)

Mathematisierung und Losung des Modells

1. Ermitteln des Grades einer moglichen Funktion (keine zusammengesetzte Funkti-
on) durch Skizzieren der allgemeinen Funktionsgraphen sowie durch Uberpriifen der
Funktions-eigenschaften hinsichtlich der geforderten Bedingungen.

Drehen der Karte um 90° m Uhrzeigersinn, so dass die eigentliche Stid- Nord- Rich-
tung jetzt zur West- Ost- Richtung wird.

Autobahn A 39

e lineare Funktion — entfallt, weil Knick an der Anschlussstelle Wolfsburg
e quadratische Funktion — moglich mit dem Minimum an der Anschlussstelle
Wolfsburg
Autobahn A 14

e linecare Funktion — entfillt, weil entweder nicht alle Stddte erreicht werden
oder es eine zusammengesetzte Funktion mit Knicken bei den jeweiligen Stiadten
ergeben wiirde

e quadratische Funktion — entfillt, da nicht alle Stadte erreicht werden koénnen
oder es wiirde sich um eine zusammengesetzte Funktion handeln

e kubische Funktion — entféllt (sieche Begriindung davor)

e Funktion 4. Grades — moglich mit einem Maximum an der Anschlussstelle
Magdeburg
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2. Ermitteln der Koordinaten der Stadte sowie der jeweiligen Anschlussstelle.
Als Hilfsmittel wurde ein Koordinatensystem (Achseneinteilung: 1 cm entspricht 1 LE)
auf Folie gebracht, welches die Schiiler auf ihre Karte legen konnten. Der Koordinaten-
ursprung wurde fiir Magdeburg festgelegt.

A 39
Anschlussstelle bei Wolfsburg: (2, 15; 5, 75)
Liineburg: (10, 3;7,2)

A 14

Anschlussstelle bei Magdeburg: (0, 7;0,6)
Stendal: (4,25; —1,2)

Ludwigslust: (11,2;1,45)

Schwerin: (14;2)

3. Aufstellen der Gleichungssysteme

A 39
allgemeine Gleichung: g(x) = az? + bz + ¢, ¢'(x) = 2ax + b

I: g¢(2,15) = 5,75 = 2/15%a+ 2,150+ ¢
I1: ¢(10,3) = 7,2 = 10,3°+10,3b+c
IIT: ¢(2,15) = 0 = 4,3a+b

Ermitteln der Parameter a,b und ¢ mit dem Gauf-Verfahren

a ~ 0,022, b~ —0,094 und ¢ ~ 5, 851.

A 14
allgemeine Gleichung: f(x) = ax? +bx® + cx® +dx +e, f'(x) = 4ax® + 3bx? + 2cx +d
I+ f0,7) = 0,6 = 0,7%+0,7+0,7% +0,7d+ ¢
IT: f(4,25) = —1,2 = 4,25% +4,25% +4,25% + 4,25d + ¢
[I7: f(11,2) = 1,45 = 11,2% + 11,23+ 11,2% + 11,2d + ¢
IV: f(14) = 2 = 14%+ 1430+ 14%c+14d+e¢
Ve 0,7 = 0 = 4-0,7%a+3-0,72b+1,4c+d

Ermitteln der Parameter a,b und ¢ mit dem Gauf-Verfahren
(Hilfsmittel: PC-Programme, zum Beispiel , WinFunktion*)

a ~ —0,002214; b~ 0,058967; c~ —0,419573; d ~ 0,503759 und e ~ 0, 433266.
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4. Graphische Darstellung der beiden ermittelten Funktionen fiir die Autobahnen

. 1,
S O
=
T
LB
m
{ %

e

Interpretation der Problemlésung a)
e A 14 hat einen recht untypischer Verlauf (weit ausschwenkend) 7 kostenintensiv

e In der Realitét ist eine Autobahn aus sehr vielen kleinen Teilstiicken zusammenge-

setzt

e Hindernisse wurden entsprechend der Modellannahmen vernachléssigt, die sonst aber
beim realen Bau beriicksichtigt werden miissen

Modellannahmen fiir Problem b)
Die Modellierung fiihrt auf ein Extremwertproblem:
1.

Zielfunktion: d(x) = g(x)— f(x)
d(z) = 0,002214z* — 0,05896723 + 0, 44157322 — 0, 5977592 + 5, 417734

Ableitungen: d'(z) = 0,0088562° — 0, 17690122 + 0, 8831462 — 0, 597759
d"(z) = 0,0265682% — 0, 353802z + 0, 883146
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3. Ermitteln der lokalen Extrema sowie des Abstandes an den entsprechenden Punkten

notwendige Bedingung: | hinreichende Bedingung: | Abstand:
d(x)=0 d"(x) #0 d(z) =
r1~0,8 d"(z1) = 0,6171 >0 d(x1) =~ 5,193 LE
— Minimum — globales Minimum
9 ~ 6,842 d"(z9) = —0,2938 < 0 d(x9) ~ 7,964 LE
— Maximum
3 ~ 12,333 d"(z3) =~ 0,561 >0 d(x1) =~ 5,816 LE
— Minimum

4. Graphische Darstellung der Differenzfunktion

s
=
= 1D

=

b

P

m
g =

X

oy

Interpretation der Problemlésung b)

e nicht relevant, da in unmittelbarer Ndhe die A 2 verlduft und weil Salzwedel zu weit

entfernt ist

e bei der bisheriger Planung wiirde Salzwedel etwa in dem Bereich liegen, wo zwischen
beiden Autobahnen der grofite Abstand angenommen wird
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Methodische Hinweise

Die Bearbeitung der komplexen Problemstellung verlief gut.

Der reale Kontext erméglichte es den Schiilern, sich gut in die Problemstellung hineinver-
setzen zu konnen, so dass es ihnen ziemlich leicht fiel, entsprechende Bedingungen bzw.
Modellannahmen zu formulieren. Die ersten Schwierigkeiten konnten auftreten, wenn die
Schiiler nicht erkennen, dass sie die Karte um 90° im Uhrzeigersinn drehen miissen, um
ihr mathematisches Wissen iiber Funktionen anwenden zu kénnen. Gegebenenfalls muss
deshalb der Hinweis durch den Lehrer erfolgen. Beim Ermitteln der Punktkoordinaten von
den jeweiligen Stéddten sowie den Anschlussstellen ist es sinnvoll, zuvor gemeinsam einen
einheitlichen Koordinatenursprung festzulegen, damit fiir den weiteren Verlauf die Ver-
gleichsmoglichkeit der Ergebnisse besser gewéhrleistet ist.

Bevor man dieses Problem im Unterricht einsetzen kann, sollte sichergestellt sein, dass
die Schiiler das Gauf}-Verfahren kennen und bereits recht sicher beherrschen, da in diesem
Fall relativ ,,unbequeme* Werte entstehen, die sonst eher untypisch fiir die meisten Ma-
thematikaufgaben sind. Beim Gleichungssystem der A 39 habe ich die Parameter a,b und
¢ von den Schiilern selbst berechnen lassen, damit sie einerseits eine Ubungsmoglichkeit
des GauB-Verfahrens hatten und andererseits den Zusammenhang zwischen einer realen
Problem-stellung und deren mathematischen Losungsmoglichkeit deutlich erkennen sowie
bewusst nachvollziehen konnten. Fiir das andere Gleichungssystem wurde dann der Com-
puter genutzt, da man diese Zeit anderweitig besser nutzen konnte und die Schiiler sollten
zudem mit einem, in solchen Féllen, legitimen Hilfsmittel vertraut gemacht werden. Ist
geniigend Zeit und eine entsprechende Raumlichkeit vorhanden, so kénnen Schiiler diese
Arbeit selbstéindig am PC ausfithren. Ansonsten besteht die Moglichkeit, dass man die Be-
nutzerflichenansicht des verwendeten Mathematikprogramms kopiert, ausdruckt und auf
eine Folie bringt, damit man die Ein- sowie Ausgabeprozesse trotzdem anschaulich dar-
stellen und erklaren kann. Die Nutzung des Computers muss sich jedoch nicht nur auf das
GauB3-Verfahren beschréanken, denn auch die Erstellung der graphischen Losung sowie das
Auffinden der Nullstellen der Differenzfunktion mit Hilfe numerischer Losungsverfahren
sind empfehlenswert, erhohen das Verstdndnis (Interpretation von Ergebnissen und somit
des gewéhlten Modells) und bieten zusétzliche, inhaltliche Schwerpunkte (z. B. Naherungs-
verfahren nach Newton, ...).

Insgesamt gesehen, erméglicht die Aufgabe den Schiilern einerseits den theoretischen Ab-
lauf beim Modellbildungsprozess zu verstehen und andererseits konnen sie alle Schritte an
einer recht realitdtsnahen Problemstellung praktisch nachvollziehen, da ihre vorhandenen
mathema-tischen Fiahigkeiten ausreichen und auch der zeitliche Rahmen nicht gesprengt
wird.

Weitere Unterrichtsmittel
Nordverlingerung der A 14: Hosentrigervariante

Diese Variante sieht vor, die A 14 von Magdeburg nach Schwerin und die A 39 von Wolfs-
burg nach Liineburg zu verldngern. Dabei sollen die Stddte Stendal und Ludwigslust von
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der A 14 passiert werden. Weiterhin ist geplant, die beiden Autobahnen untereinander
durch eine gut ausgebaute Bundesstrale in Ost-West-Richtung im Raum Salzwedel zu

verbinden.
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a) Versuchen Sie fiir die Trassenfithrung beider Autobahnen ein mathematisches Modell
in Form einer Funktionsgleichung aufzustellen.
Beachte: Die Trassenfiihrung darf keine Knicke und Unterbrechungen aufweisen.

b) Aus Kostengriinden soll die Bundesstrae eine moglichst kurze Verbindungsstrecke
zwischen den beiden Autobahnen sein. Untersuchen Sie mit Hilfe der in a) gefundenen
Funktionsgleichungen, wo sich die kiirzeste Verbindung befindet und ob diese fiir die
bisherigen Planungskriterien relevant ist.
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2.3.6 Der Schokoladen-Mann (Herbert Henning)
Problemstellung

Wie grof3 ist die Oberfliche eines Schokoladenweihnachtsmannes?
Ziele

e Die Schiiler kénnen zwischen verschiedenen Modellarten unterscheiden (Realmodell,
mathematisches Modell).

e Die Schiiler erkennen, dass man geometrische Korper als ,, Vergleichsmodelle“ nutzen
kann.

e Die Schiiler erkennen, dass vom gewihlten Vergleichsmodell die ,,Giite“ der Pro-
blemlésung abhéngt.

e Die Schiiler konnen mathematische Modelle vereinfachen und funktionale Abhéngig-
keiten erkennen und interpretieren.

Didaktische Reflexion

Die Problemstellung erwéchst aus einer weder trivialen noch zu komplexen Situation, die
mit einfachen geometrischen und algebraischen Hilfsmitteln aus dem Mathematikunterricht
der S I weitgehend selbststéndig mathematisiert werden kann.

Die Beobachtung eines Realobjektes (unterstiitzt durch eine bildhafte Darstellung) fithrt
zu grundlegenden Modellannahmen:

e Die reale Korperoberfliche der Schokoladenfigur soll | gegléttet® sein.
e Die Art der ,,Schokolade“ bleibt unberiicksichtigt.

e In einem vereinfachten Realmodell miissen Groflen ausgemacht werden, die Einfluss
auf die Oberfliche haben und leicht messbar sind.

Die , Idee“ des Mathematisierens und der damit verbundenen Modellbildung ist, dass un-
ter bekannten geomtrischen Koérpern nach solchen gesucht wird, die als ,,ndherungsweise*
Modelle in Frage kommen. Dabei konnen auch mehrere Korper zusammengsetzt bzw. der
»Schokoladenweihnachtsmann® in bekannte (und berechenbare) Korper zerlegt werden. Als
wesentliche Erkenntnis ist dabei herauszuarbeiten, dass es immer ,,Ndherungs“-Modelle
sind. Dabei kann der Vergleich der Modellbildung hinsichtlich der Giite des Modells zu
wichtigen Einsichten hinsichtlich der Genauigkeit von Modelllésungen fiihren.
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Exemplarisches Modellieren

¢ Kugelmodell:
Wir wéhlen zundchst die Kugel als Modell. Dabei beobachten wir als mogliche Néhe-
rung:

Kugeldurchmesser = — Hohe des Weihnachtsmanns

di, = Zhy.

Durch Kombination von Ay = 7 - d, und V = %Wdi erhalten wir

3V \*?

Ag=4nr | — )

o= (%)
An dieser Stelle wird thematisiert, dass

Ao = f(V)

ist. Das Volumen ist unbekannt. Als gegebene Groe kann die Masse m (m = 200 g)
sabgelesen“ werden.
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e Zylindermodell:
Sachsituation und Realmodell legen eine mehr , gestreckte” Korperform nahe.

Modellannahmen:

Hohe des Zylinders = Hohe des Weihnachtsmannes
h, = hy

— Grundfliche soll als Kreisfliche mit Radius r betrachtet werden (In der Realitét
ist die ,,Standfliche* eine Ellipse).

Breite des Weihnachtsmannes 1

Hohe des Weihnachtsmannes 4
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V = mr?h,
Ay = 2nrh, + 27r2h,

r
:27T7“hh(1+h—z)
|4 r
= 2hoy)— (14—
T \/whz( +hz)

r
=2 h, {1+ —
WVZ( +hz)

d, 1 1
or  Twegh
A, = 2/37V 1y (1 i 8L)
.

9

— 2\/8Vru

7T7"8

= 2\/ 87V ry

wobei 1, die Messgrofle ist. Auch hier ist

Ao = f(V).

e Zylinder-Kegel-Modell:
Als ein ,geglittetes® Modell kann auch als Realmodell ein Zylinder-Kegel-Modell
beobachtet werden.
Modellannahmen:

Hohe des Zylinders (, Rumpf“) h, 3

Hohe des Kegels (,Kopf“) — hy 1

— Grund- und Deckfliche des Zylinders sowie Grundfliche des Kegels sind kon-
gruente Kreisflichen mit ry.

— Seitenlénge des Kegels sy.
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Ay = 1’1 + 2nrh, + 7Sy,
S — \/Tz—i‘hi
9 1
=r°m + 27rh, + 7r r2+2—5h§,

= r°m + 27rh, + 57ra/25r2 + h2
= f(r h)

wobei r, h, Messgroflen sind und experimentell bestimmt werden kénnen.
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e Abwicklung:
Die Abwicklung des Staniolpapiers, mit dem der Weihnachtsmann umgeben ist, fiihrt
ohne Aufwand (aber mit ,,Pfiff) auf die wohl giinstige und genaueste Modelllgsung:
»Fast-Rechteck®, deren Groflen (Lénge, Breite) gemessen und die Fliche berechnet
werden kann.

Reflexion

Die Diskussion der verschiedenen Modellbildungen fiihrte auf drei wesentliche Erkenntnisse:

e Modellierung erfolgt mit Hilfe von geometrischen Vergleichskérpern.

e Die Genauigkeit der Problemlésung ist von der Art der Modellierung und der Art
der Mathematisierung (u. a. Art der funktionalen Abhéngigkeiten; Variabilisierung)
abhéngig.

e Die Arbeit im mathematischen Modell fiihrt zu nicht messbaren aber experimentell
bestimmbaren Groflen, wie beim , Zylinder-Modell“ und beim ,, Kugel-Modell* auf
das Volumen V', von dessen Gréfle die Oberflache des Schokoladenkérpers abhéngig
ist.

Hier wurden neben der Mdglichkeit einer experimentellen Bestimmung des Volumens des
, Weihnachtsmannes®, nach dem ,, Archimedischen Prinzip“, mit einem physikalischen Ex-
periment auch folgende Modellannahmen erkannt

% =p, (p Dichte der ,,Schokolade®)
pom
p )
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wobei m ablesbar ist. Fiir die Dichte-Bestimmung von Schokolade kann man folgende
Vorgehensweise wéhlen:

Dichte von Schokolade

Fiir die Dichte gilt

~m
P = v
wobei unter der Annahme, dass die Schokoladentafel quaderférmig ist, fiir das Vo-
lumen
V = abc
gilt. Somit
oom
=

Eine Milkaschokolade mit einer Masse von m = 100 g hat die Abmessungen a =
15,5 cm, b="7,5 cm und ¢ = 0,9 cm. Fiir die Dichte ergibt sich somit
100 g g

= =0,96 —.
15,5cm-7,5cm-0,9 cm "7 cm?

p
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2.3.7 Das Waschmittel ,,Strahleweif3* (Claudia Riebel)

Problemstellung

Die Zankel AG lie eine Marktuntersuchung machen. Die Abteilungsleiter Herr
Miiller und Herr Meier tragen die Ergebnisse dem Unternehmensleiter vor.

,Von unserem Waschmittel ,STRAHLEWEISS“ verkaufen wir zur Zeit 15000
Packungen wochentlich zum Stiickpreis von 2,50 € . Nach der neuesten Umfrage
unserer Marketingabteilung wiirden wir je 0,10 € Preissenkung wochentlich 1000
Stiick mehr verkaufen. Natiirlich nur in gewissen Grenzen.“ Der Unternehmensleiter
stellt zwei Aufgaben:

a) ,Berechnen Sie mir bitte, bei welcher wochentlichen Stiickzahl und bei
welchem Stiickpreis der Umsatz am grofiten ist!“

b) ,Die betriebswirtschaftliche Zielgrole ist der Gewinn. Ermitteln Sie, bei wel-
cher Stiickzahl und bei welchem Stiickpreis der Gewinn am grofiten ist.“
Die wochentlichen Kosten setzen sich zusammen aus einem festen Grundbetrag
von 24000 € fiir Personal, Maschinenpark, Gebiihren usw. (den Fixkosten) und
aus den variablen Kosten in Héhe von 0,80 € pro Stiick.

Fachwissenschaftliche Grundlagen

Ist f eine 6konomische Funktion, so ist oft wichtig zu wissen, wie sich die Funktion bei
kleinen Anderungen verhilt. Beschreibt etwa f einen Wachstumsproze8, so ist die Wachs-
tumsgeschwindigkeit von Interesse oder auch die relative Wachstumsrate. Ist f eine Steu-
erfunktion, so ist die Frage, welcher Steuerprozentsatz auf einen kleinen Zuverdienst zu
zahlen ist. Fiir ein Unternehmen ist interessant, wie sich die (relative) Nachfrage nach ei-
nem Produkt bei (relativ) kleinen Preisinderungen dndert.

Wichtig ist auch die Bestimmung von Extremwerten 6konomischer Grofien, etwa der Mi-
nimierung von Kosten oder der Maximierung von Gewinnen.

Bei der Beantwortung dieser Fragen ist die Differenzialrechnung niitzlich. Sie dient dazu,
das Verhalten einer Funktion besser zu verstehen, sowohl global durch einen Gesamtiiber-
blick iiber den Funktionsgraphen (Kurvendiskussion) als auch lokal in der Néhe eines vor-
gegebenen Punktes.

Wir betrachten im Folgenden stets Funktionen der Form f : D — R wobei D C R der
Definitionsbereich ist. Nun ist das Unternehmen daran interessiert, wie sich die Kosten
bei kleiner Anderung der Produktionsmenge verindern. Eine standardisierte Information
ist hierbei zum Beispiel, wie sich K (x) dndert, wenn man x um eine Einheit erhoht. Die
Anderung ist dann K(z + 1) — K (z). Ist nun z nicht die Anzahl, sondern etwa gemessen
in Tonnen, so ist auch eine Anderung von z um 0,1 oder 0,01 interessant. Es sollte klar
sein, dass eine solche Anderung bereits von der Ausgangszahl 2 abhingt.
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Modellannahmen

e Die Variable x stehe fiir die Zahl der Preiserhchungen um 0,10 € . Negative z-Werte

bedeuten entsprechend Preissenkungen.

e Umsatz = Preis - Menge, U(z) = P(z) - M(x)

e Gewinn = Erlos — Kosten

e Gewinn = Umsatz — Kosten, G(z) = U(z) — K(x)

Modell A: Umsatzmaximierung

1.
2.

Hauptbedingung: U — Max; Umsatz = Preis - Menge.

Nebenbedingung: Preis pro Stiick — Preis; P(z) = 2,5+0, 1-z. Damit ergibt sich
die Zuordnung der abgesetzten Stiickzahl pro Woche zur Menge, M (z) = 15000 —
1000 - 2.

Einsetzen der Nebenbedingung in die Hauptbedingung: Man erhalt
U(x) = P(z)- M(x) = (2,54 0,1-z) - (15000 — 1000 - x).
Wann ist U(z) = 0?7 Ein Produkt wird Null, wenn einer der Faktoren Null wird, also

i) P() =0=2,5+0,1z = x; = —25
i) M(x) =0 = 15000 — 1000z = z = 15.

Bei 25 Preissenkungen betriige der Preis 0 € | bei 15 Preiserh6hungen wiirden keine
Packungen abgesetzt werden. (Prohibitivpreis, Sattigungsmenge). Damit ist

U(z) = (2,5 + 0, 1z) - (15000 — 1000z) = 37500 — 1000z — 10022
U(z) heifit Zielfunktion.

Die mathematische Aufgabe lautet: Bestimmen Sie das Maximum der Funktion U(z)
auf dem Intervall [—25, 15].

Extremwerte berechnen: Die Ableitungen sind U’(z) = —1000—200x und U" (x) =
—200. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extremstele x g lautet U'(z) =
0, also 0 = —1000 — 200x. Damit ist zp = —5. Die hinreichende Bedingung fiir ein
Maximum ist U”(zg) < 0. Auf den Intervallréndern ist U(z) = 0, daher ist xg = —5
di Stelle des globalen Maximums auf dem Intervall.

Berechnen aller geforderten Gréflen: Man erhélt einen Umsatz von U(zg) =
40000 € . Der Preis pro Stiick betragt P(zg) = 2 € und die abgesetzte Stiickzahl
pro Woche M (zg) = 20000.

Endergebnis und Interpretation: Bei einem Preis von 2 € pro Stiick werden
wochentlich 20000 Packungen Waschmittel verkauft und damit ein maximaler Umsatz
von 40000 € erzielt.
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Modell B: Gewinnmaximierung

1. Hauptbedingung: G — Maz; Gewinn = Erlos — Kosten; Gewinn = Umsatz —
Kosten, also G(z) = U(z) — K(z).

2. Nebenbedingung: Kosten (lineare Kostenfunktion). K (z) = Fixkosten + Menge -
variable Kosten, also K (z) = K fip+kyer- M (). Hier ist Ky;,, = 24000 und kyq, = 0, 8.
Damit erhilt man

K (x) = 24000 + 0,8 - M(z) = 24000 + 0,8 - (15000 — 1000z) = 36000 — 800z

3. Einsetzen der Nebenbedingung in die Hauptbedingung: Man erhilt

G(z) = U(z)—K(x) = (37500—1000z—10022)— (36000—800z) = 1500—200z—1002>.

G(z) heiBt Zielfunktion. Die mathematische Aufgabe lautet: Bestimmen Sie das
Maximum der Funktion G(x).

4. Extremwerte berechnen: Die Ableitungen sind G'(z) = —200—200z und G"(x) =
—200. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extremstele zp lautet G'(x) =
0, also 0 = —200 — 200x. Damit ist xy = —1. Die hinreichende Bedingung fiir ein
Maximum ist G”(zg) < 0.

5. Berechnen aller geforderten Grofien: Man erhilt einen Gewinn von U(xg) =
1600 € . Der Preis pro Stiick betragt P(zg) = 2,40 € und die abgesetzte Stiickzahl
pro Woche M (zg) = 16000.

6. Endergebnis und Interpretation: Bei einem Preis von 2,40 € pro Stiick werden
wochentlich 16000 Packungen Waschmittel verkauft und damit ein maximaler Gewinn
von 1600 € erzielt.
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Modelll6sungen mit MAPLE

Umsatzmaximierung

- 160000
150000
140000

////4 gﬁﬁgg\\

/ 200000

/ 110000 \\

.30 20 x -10 01020

Die lineare Kurve ist K (x) = 36000 — 800z und die Parabel
U(x) = 37500 — 1000z — 10022
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Gewinnmaximierung

-30..-20%-10 . 10 20
/ 00&&\
/ -20000
/ l.30000
/ \
/ 1- 40000
- 50000
160000
G(z) = 1500 — 2002 — 10022
2000
71500
//// \\\\
/ 10001
/ \
//
/ 500/
4 -2 0 > 4

G(z) mit anderer Achseneinteilung
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