3.6.2 Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung findet Anwendung bei Lebensdauerverteilungen, der Zeitdauer bei Tele-
fongesprachen oder auch bei der Zeitdauer fiir Dienstleistungen.

(a) Herleitung

Die Zufallsgroe T' beschreibt eine Lebensdauer mit Verteilungsfunktion Fr(x) = P(T < x)
und Rr(x) =1 — Fr(z) = P(T > z) gibt die Restlebenszeit an. Wir fordern fiir das Modell
die Geddichtnislosigkeit

P(T >s)=P(T >t+s|T >t). ()
Damit erhalten wir mit R(s) := Ryp(s)

R(s) = P(T > t+s|T > ) = LL ;(’5;5’5 >t _ R(];(;S), d.h.

R(t+s) = R(t) - R(s) (%)

Die nattrliche Nebenbedingung R(0) = 1, d.h. P(T" > 0) = 1, besagt, dass man nur echte
Lebensdauern betrachtet. Weiterhin muss R(t) fiir ¢ > 0 fallend sein, d.h.
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Mit s = At erhalten wir in (%) R(t + At) = R(t) - R(At) oder

R(t + At) — R(t) R(At) —1
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= R(t) - R(t) - (=X),

d.h. wir erhalten eine gewohnliche Differentialgleichung
R'(t) = —AR(t), R(0)=1.
Die Losung ist offenbar R(t) = e~ = P(T > t) und wir erhalten

1—e M, fallst >0,

Fr(t)=P(T <t)= {
0, sonst.
Der Intensitétsparameter A beschreibt also den rechtsseitigen Anstieg von Fp(t) im Nullpunkt.

b) Erwartungswert und Varianz
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Der Erwartungswert T = % beschreibt die mittlere Lebenszeit, aber

1
P(T<ET)=Fr (A) =1-¢1=0.63212,

d.h. ca. 63% der Geréte fallen vor Erreichen der mittleren Lebensdauer aus.




(c) Ausfallrate

Sei T allgemein eine Lebensdauerverteilung mit Dichte fr(z) und Verteilungsfunktion Fr(z).
Wir definieren die Ausfallrate
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Im Falle der Exponentialverteilung 7' ~ Exp(\) gilt
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Die Exponentialverteilung ist die einzige stetige Verteilung mit konstanter Ausfallrate und die
einzige stetige Verteilung mit der Eigenschaft der Gedéachtnislosigkeit (<).

Beispiel 3.5.2 Exponentialverteilung

X heifit exponentialverteilt mit Intensitiat A, bezeichnet mit X ~ Exp()), falls X die Wahrschein-
lichkeitsdichte

0, falls x < 0,
Xe M falls > 0,

fx(z) = {

besitzt. Die Verteilungsfunktion ist

0, falls < 0,
1—e?  falls z > 0.

Dichtefunktion und Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung
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