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1. Es sei Np ein homogener Poisson-Prozess mit dem Parameter A > 0. Bestimmen Sie fiir
11 < 19

2. {X(t); t > 0} und {Y(¢); t > 0} seien unabhéngige homogene Poisson-Prozesse mit den
entsprechenden Parametern \; und A\y. Es seien
a) Z1(t) = X(t) + Y(t),
b) Zs(t) = X(t) — Y (¢) und
c) Zs(t) = X(t) + k (hierbei sei k eine fest vorgegebene natiirliche Zahl).
Welche der angefiihrten Prozesse haben unabhangige Zuwachse, welche sind Poisson-Prozesse?

3. Es sei Ny ein homogener Poisson-Prozess mit dem Parameter A > 0.
Berechnen Sie die Erwartungswertfunktion m(t) = E N(t), die Kovarianzfunktion Cov(s, t)
und E(N(t) N(s)). (Beispiel 3.2)

4. Es sei {N(t); t > 0} ein homogener Poisson-Prozess mit dem Parameter A > 0 und 7" > 0

eine Konstante.

a) Berechnen Sie E (%t) — /\)2 und leiten Sie daraus das Gesetz der Grofien Zahlen fiir

den homogenen Poisson-Prozess ab.
b) Berechnen Sie Mittelwert und Streuung des sogenannten Stichprobenmittels

T
1
Mr(w) = /N(t,w)dt L weQ.
0

Sei X = (X1,...,X,)T ein n-dimensionaler zufalliger Vektor mit der gemeinsamen Verteilung
,,,,, x, im R"™. Bekanntlich versteht man unter der charakteristischen Funktion des Vektors
X = (Xy,...,X,)T die auf IR" definierte komplexwertige Funktion: fiir s = (sq,...,s,)" € IR"
und x = (21, ..., 1,)7 gilt

©x(8) == Oxy,. xT (515, 80) = Eet 2=t 51Xk (1)
= / ei ZZ:l Skxkdp)(l ..... Xn(l'l,...,l'n).
5.) Ist der Vektor X = (Xy,...,X,,)T ~ N(u,¥) mehrdimensional normalverteilt mit Er-

wartungswertvektor p = (i1, ..., ftn)? und Kovarianzmatrix ¥, so besitzt X die charakter-
istische Funktion

ox(sT) =exp{ist u — (1/2)s" X s}, s=(51,...,50)" . (2)

Weiterhin sei A eine m x n Matrix. Zeigen Sie (Satz 3.4), dass der Vektor ¥ = A X ~
N(Au, AY AT) m-dimensional normalverteilt ist.



6.) Es seien X = (X7,..., X,,)7 mit i.i.d. Komponenten X; ~ N(u,0?) und A = (a; ;)i j=1,.n
eine n x n-Matrix mit a;; = 1 fiir ¢ > j und @;; = 0 sonst (wie in Beispiel 3.3). Man
bestimme Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix vom Gaufivektor Y = A X.

7.) X1, X5, X3 seien unabhéngige Zufallsgrofien, X; € N(0,4%). Man bestimme die gemeinsame
Dichte des Vektors (Xa, X3 — Xo, X7 — Xy + X3) .

8.) Essei Y ~ N(0, 02). Berechnen Sie E(|Y|¥) fir k=1,2,.....

Sei X = (Xi,...,X,) ein n-dimensionaler zufélliger Vektor mit der gemeinsamen Verteilung
x,, im IR". Wir setzen nun zusétzlich voraus, dass die ZufallsgroBen Xy, Xo — Xy, ... ,
X, — X,—1 (in ihrer Gesamtheit) voneinander unabhéngig sind.

Aus Lemma 2.5 folgt, dass dann fiir alle s = (sy,...,s,)" € IR™ gilt:

Ox1 X0 (S15- o3 8n) = 0x, (S1+ ...+ Sn) - H::2 OX—Xpy (SE+ ...+ 5n). (3)

Da E(e"X) = E(e'™Y) <= Fx(z) = Fy(z) gilt, folgt insbesondere, dass die gemeinsame
Verteilung Px, . x, eindeutig durch die Verteilungen von X, X, —X;, ... , X, — X,,_; bestimmt
ist.

9.) Mit Formel (3)

«) beweise man: Ist W (t) ein (Standard)-Wienerprozess, so sind auch
Wi(t) = =W(t), t € [0,00)

Wo(t)=c-W(t-c?), ¢>0, t € 0,00) (Standard)-Wiener Prozesse.
B) und zeige die 0.5-Selbstéhnlichkeit des Wiener Prozesses:

(VT W (ty), .. VT W (t,)) =4 (W(Tty), ..., W(Tt,))

X =Y bedeutet, dass X und Y identisch verteilt sind,
dh. P(X <z) =P < ) fir alle x € R", ihre charakteristischen Funktionen sind
gleich.

10.) W (t) bezeichne den Wiener Prozess, L > 0 und ¢ > 0 Konstanten sowie A eine von
{W(t)}+te0,00) unabhéngige N(u,72) - verteilte Zufallsgrofie. Man berechne Mittelwert-
und Kovarianzfunktion folgender Prozesse

a) X1(t) =W(t+L)—W(L)
b) Xa(t) = W(t+ L) — W(t)
c) Xs(t)=A-t+o-W(t)

d)X4(t):{ (1_’5>V‘;(1tft) : Sia

11.) Der stochastische Prozefl Y (¢) habe die Gestalt X(t) = a + X -t mit X ~ N(u,oc?).
Man bestimme die Dichte fy ) (x), E(Y (t)) und Covy(t,s). Dabei sei a eine nichtzuféllige
Konstante.



