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26. Aufgabe (14+2+2+2 Punkte)
Definition. Gegeben seien ein Gleichungssystem Ax = b mit A € R™", b € R™ und rang(A) =
m, sowie eine Partition der Spaltenindexmenge {1, ..., n} durch die Mengen B und N.

1. P7(A,b) := {x e R" | Ax = b, x > O).

2. Fiir eine beliebige nichtleere Teilmenge T C {1, ..., n} fassen wir die Menge von Spalten-
vektoren {A.; | j € B} von A als Matrix auf und kiirzen sie mit A7 ab. Analog schreiben
wir xp fiir den Vektor vec({x; | t € T'}).

3. Ist Ap regulir, so heillt Ap Basismatrix oder kurz Basis von A, und Ay heilt Nichtbasis-
matrix oder kurz Nichtbasis von A. Der Vektor x € R” mit xy = O und xg = A;lb heif3t
Basislosung von Ax = b zur Basis Ap oder kurz Basislosung.

4. Ist Ap eine Basis, dann heiflen die Variablen x;, j € B, Basisvariable und die Variablen
xj, j € N, Nichtbasisvariable.

5. Ist Ap eine Basis, dann heilen Ap und die zugehérige Basislosung x zuldissig beziiglich
P=(A,b), wenn xg = AZ'b > 0 gilt.

6. Eine Basislosung x zur Basis Ap heillt nichtentartet (oder nichtdegeneriert), falls xp =
Al‘glb > 0, andernfalls heif3t sie entartet (oder degeneriert).

Betrachten Sie das Polyeder P(A, b), gegeben durch:
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a) Stellen Sie P(A, b) graphisch dar und bestimmen Sie alle Ecken.
b) Formen Sie P(A, b) in ein Polyeder der Form P=(A, b) um.
c¢) Bestimmen Sie alle reguliren (3,3)-Untermatrizen von A.

d) Berechnen Sie alle Basislosungen und ordnen Sie diese den Ecken zu.
Welche Ecken bzw. Basislosungen sind entartet, welche sind zuldssig?



27. Aufgabe (3+3 Punkte)
Sei P = P(A, b) C R" ein Polyeder. Zeigen Sie:

(a) Jede minimale nichtleere Seitenfliche F von P ist ein affiner Raum. Insbesondere existiert
eine Zeilenindexmenge / von A, so dall F = {x € R"|A; x = by} giltl.

(b) Alle minimalen nichtleeren Seitenflichen von P haben dieselbe Dimension und sind von
der Form y + lineal(P) mit y € P, d.h., sie sind parallel.

28. Aufgabe (2+2+2 Punkte)

Gegeben sei ein Polytop P = {x € R" | Ax > b}, wobei alle Zeilen von A nichtnull sind.
Zeigen Sie, dal} die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(i) Das Polytop besitzt volle Dimension, d.h. dim(P) = n.
(ii) Es existiert ein Punkt x € P mit der Eigenschaft Ax > b.

(iii) Es gibt mindestens n+ 1 Ecken von P, die nicht auf einer gemeinsamen Hyperebene liegen.

29. Aufgabe (3+4 Punkte)
Sei P C R” ein Polyeder, dann heifit P* = {y € R" | yI'x < 1 fiir alle x € P} die Polare von P.

a) Zeigen Sie: (P*)* =P <= 0¢€P.
b) Sei P € R" ein volldimensionales Polytop und sei 0 innerer Punkt von P. Beweisen Sie:
v Ecke von P — va < 1 Facette von P*

u Ecke von P* < u! x < 1 Facette von P

' Achtung: Der Unterschied zur Charakterisierung von beliebigen Seitenflichen ist hier x € R” statt x € P !



