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ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ РАСПИСАНИЙ ДЛЯ
ОБСЛУЖИВАЮЩИХ СИСТЕМ С МНОЖЕСТВОМ СЕРВЕРОВ

Рассматривается задача оптимального обслуживания множества требований
на множестве идентичных параллельных приборов. Перед выполнением необ-
ходима загрузка, которая осуществляется сервером. Причем задано множество
одинаковых серверов, каждый из которых годится для выполнения загрузки.
Рассматриваются вопросы вычислительной сложности данной задачи при усло-
вии, что необходимо минимизировать время завершения обслуживания всех
требований. Для случая с одинаковыми длительностями обслуживания и оди-
наковыми длительностями загрузки предлагается полиномиальный алгоритм.
Для задачи с единичными временами загрузки при условии, что количество
приборов на единицу превосходит количество серверов, предлагается псевдопо-
линомиальный алгоритм. Доказывается NP-трудность в сильном смысле для
задачи с фиксированным числом приборов и серверов при условии минимиза-
ции максимальной задержки. Обобщаются некоторые известные алгоритмы с
фиксированными временами обслуживания на соответствующие задачи с сер-
вером при фиксированных временах загрузки. Кроме того, сделана оценка эф-
фективности для двух списочных алгоритмов при условии минимизации общего
времени обслуживания.

1. Введение

В работе рассматривается задача оптимального обслуживания 𝑛 требований на
множестве, состоящем из 𝑚 параллельных идентичных приборов. Каждое требова-
ние должно пройти обслуживание на одном из приборов. Прерывания в процессе
обслуживания запрещаются. Перед началом обслуживания требование необходимо
загрузить на прибор при помощи сервера (робота). Загрузка может быть выполнена
только в случае, если имеются свободный сервер и свободный прибор. Если в те-
кущий момент все приборы и все серверы заняты обслуживанием и загрузкой, то
загрузка нового требования не может быть начата. Таким образом, для того чтобы
требование начало загружаться, необходимо наличие свободного сервера и прибора.
Предполагается, что время перевода сервера от одного прибора к другому пренебре-
жимо мало. В общем случае в системе имеется 𝑘 серверов для выполнения требуемой
загрузки.

В ряде работ рассматривались обслуживающие модели с одним сервером. Ана-
лиз вычислительной сложности описанных задач с одним сервером и классическими
критериями оптимальности рассматривался в [1]. В данной работе проводится ана-
лиз вычислительной сложности описанной задачи. В зависимости от критерия опти-
мальности, количества приборов и ограничений на времена выполнения и времена
загрузки либо предлагается эффективный алгоритм решения, либо доказывается
𝑁𝑃 -трудность.

Эвристический алгоритм поиска по лучу (beam search) для задачи оптималь-
ного обслуживания на параллельных приборах с одним сервером был предложен
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в [2]. В [3] предложен алгоритм опережающего просмотра (look-ahead heuristic) для
случая непрерывно прибывающих требований. В [4] рассматривались задачи на па-
раллельных приборах с одним сервером при условии минимизации быстродействия
и при условии минимизации вынужденных простоев. Был предложен псевдополи-
номиальный алгоритм для случая с двумя приборами и единичными временами
загрузки. Кроме того, анализировались некоторые полиномиально разрешимые слу-
чаи и эвристические алгоритмы. В [5] исследовался ряд вопросов, связанных с вы-
числительной сложностью задачи с одним сервером. В частности, доказано, что
задача минимизации суммы моментов завершения обслуживания требований с еди-
ничными длительностями загрузки является 𝑁𝑃 -трудной в сильном смысле. В [6]
можно найти достаточно полный обзор результатов, полученных для задач теории
расписаний с учетом загрузок.

Задачи оптимального обслуживания на параллельных приборах с разгрузочны-
ми серверами рассматривались в [7]. В [8] рассматривалась задача оптимального
обслуживания с одним сервером на множестве параллельных предписанных (dedi-
cated) приборов и последовательностно-зависимых времен загрузки, т.е. время за-
грузки для данного требования определяется предшествующим требованием, обслу-
женным на том же приборе.

Некоторые задачи, рассматриваемые в литературе, являются родственными за-
дачам с сервером. Например, задача помех на приборах (the machine interference
problem) состоит в определении оптимального количества приборов, которые долж-
ны быть назначены для выполнения одной операции таким образом, чтобы миними-
зировать операционные помехи, возникающие при попытке обслуживания несколь-
кими приборами одного требования [9].

Существует несколько работ, посвященных серверам и автоматизированным объ-
ектам в гибких производственных системах. В [10] исследовали вычислительную
сложность задач, возникающих в роботизированных гибких производствах. Неко-
торые результаты по вычислительной сложности задач, возникающих при построе-
нии оптимальных расписаний для роботизированных гибких участков, можно найти
в [11–13]. Для более детального ознакомления можно обратиться к [14, 15].

Другой подобной задачей является задача, при которой выполнение требований
возможно лишь при наличии нескольких ресурсов. В [16] рассматривается задача, в
которой необходимо минимизировать сумму взвешенных моментов завершения об-
служивания требований. В [17] рассматривается задача с двумя идентичными при-
борами и одним сервером, в которой учитывается время движения сервера между
приборами.

В данной работе обобщаются некоторые результаты из [1], при этом рассмат-
ривается обслуживающая система с 𝑘 серверами, 𝑘 ⩾ 1. Статья организована сле-
дующим образом. Формулировка задачи и используемые обозначения приводятся в
разделе 2. В разделах 3 и 5 исследуются в основном задачи построения оптималь-
ных по быстродействию расписаний. В частности, в разделе 3 исследуются вопросы
вычислительной сложности, а в разделе 5 анализируются две эвристики построения
списочных расписаний. В разделе 4 известные алгоритмы для задач с параллель-
ными приборами и одинаковыми временами обслуживания требований обобщаются
на случай соответствующих задач с серверами при условии одинаковых времен за-
грузки. В разделе 6 предлагается задача для дальнейших исследований.

2. Формулировка задачи

Пусть имеется множество 𝑁 = {1, . . . , 𝑛} требований, которые необходимо обслу-
жить на множестве𝑚 > 1 идентичных параллельных приборов, далее обозначенных
через 𝑀1, . . . ,𝑀𝑚. Для каждого требования 𝑗 ∈ 𝑁 известно время обслуживания на
приборе 𝑝𝑗 и время загрузки на прибор 𝑠𝑗 . Обслуживание может выполняться на
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любом из приборов, и до начала обслуживания необходима предварительная загруз-
ка требования на прибор. Любой прибор одновременно может выполнять не более
одного требования. Загрузка и выполнение требования не могут прерываться. Далее
предполагается, что 𝑠𝑗 ⩾ 1 и 𝑝𝑗 ⩾ 0. Отметим, что здесь нулевое время выполнения
интерпретируется как пренебрежимо малая величина. В зависимости от типа рас-
сматриваемой задачи в постановке могут присутствовать также неотрицательный
директивный срок 𝑑𝑗 , срок завершения 𝐷𝑗, моменты поступления 𝑟𝑗 и веса 𝑤𝑗 .

Для обозначения задач, рассматриваемых далее, воспользуемся символикой,
предложенной в [18], при которой каждая задача описывается в виде 𝛼 ∣ 𝛽 ∣ 𝛾.
В предложенной символике 𝛼 служит для обозначения обслуживающей системы,
𝛽 описывает характеристики требований, и 𝛾 указывает целевую функцию, кото-
рую необходимо минимизировать. В принятых обозначениях 𝛼 включает символ
вида 𝑆𝑘, который указывает на наличие 𝑘 серверов, если же используется символ 𝑆,
то это значит, что количество серверов в каждом конкретном примере задачи может
быть произвольным. К примеру, 𝛼 = 𝑃𝑚,𝑆2 означает, что рассматривается задача
с двумя серверами и 𝑚 параллельными приборами, при этом значение 𝑚 является
фиксированным. В качестве параметра 𝛽 также можно брать случай с единичными
длительностями 𝑝𝑗 = 1 и единичными временами загрузки 𝑠𝑗 = 1. Если же вре-
мена загрузки (длительности) равны между собой, то это обозначается как 𝑠𝑗 = 𝑠
(𝑝𝑗 = 𝑝). Если множество 𝛽 = ∅, то времена загрузки и длительности могут прини-
мать произвольные значения.

В качестве параметра 𝛾 будем рассматривать следующие критерии оптимально-
сти. Если 𝛾 = 𝐶max, то необходимо минимизировать время выполнения расписания,
т.е. минимизируется 𝐶max = max

𝑗=1,...,𝑛
{𝐶𝑗}, при этом 𝐶𝑗 обозначает время заверше-

ния обслуживания требования 𝑗 ∈ 𝑁. Критерий 𝐿max = max
𝑗=1,...,𝑛

{𝐶𝑗 − 𝑑𝑗} обозначает
минимизацию максимальной задержки. Если 𝛾 =

∑
𝑤𝑗𝐶𝑗 , то необходимо минимизи-

ровать взвешенную сумму моментов завершения всех требований. Если на месте 𝛾
стоит прочерк, т.е. 𝛾 = −, то это значит, что необходимо построить допустимое
расписание.

Одним из наиболее быстрых алгоритмов для задач на параллельных приборах
является алгоритм упорядочения по списку. В таком алгоритме требования распре-
деляются равномерно по приборам согласно списку. Полученное списочное распи-
сание полностью определяется перестановкой требований 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑛), задаю-
щей последовательность, в которой сервер производит загрузку. Другими словами,
взяв 𝑖-е требование 𝜋𝑖, определяем свободный прибор 𝑀𝑗 , на который требование 𝜋𝑖

должно быть загружено по возможности раньше.

3. Вычислительная сложность задач с несколькими серверами

В [19] было показано, что задача 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max является 𝑁𝑃 -трудной в
обычном смысле. Несложно доказать аналогичный результат для любого фиксиро-
ванного числа приборов и серверов.

Исследуем вычислительную сложность задачи 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max, где множе-
ство требований необходимо обслужить на 𝑚 приборах с 𝑘 серверами. Заметим, что
число требований не является фиксированным, т.e. оно может изменяться в каж-
дом конкретном примере. Загрузка каждого требования занимает единицу времени.
Необходимо минимизировать длину построенного расписания.

Т е о р е м а 1. Задача 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max является 𝑁𝑃 -трудной в обычном
смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку задача 𝑃2 ∣∣ 𝐶max является𝑁𝑃 -трудной в обыч-
ном смысле, будем рассматривать случай 𝑚 > 2. Рассмотрим задачу 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 =
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= 1 ∣ 𝐶max и предположим, что𝑚−2 = 𝑎𝑘+𝑏 для некоторых положительных целых 𝑎
и 0 ⩽ 𝑏 < 𝑘. Известно, что обе задачи 𝑃2, 𝑆2 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max и 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max

являются 𝑁𝑃 -трудными в обычном смысле, см. [19]. Значит, следующая задача рас-
познавания является 𝑁𝑃 -полной: существует ли решение для задачи 𝑃2, 𝑆2 ∣ 𝑠𝑗 =
= 1 ∣ 𝐶max (или задачи 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max соответственно), при котором для
заданного значения 𝐶 выполняется 𝐶max ⩽ 𝐶?

Понятно, что названные задачи распознавания остаются 𝑁𝑃 -полными при до-
пущении, что сумма всех времен выполнения и времен загрузок является нечетным
числом (которое возникает, если все единичные промежутки времени, за исключени-
ем первого единичного интервала, до момента времени 𝐶 на обоих приборах заняты
загрузкой и выполнением). Теперь, если 𝑘 = 1, задача 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max мо-
жет быть сведена к задаче 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max добавлением 𝑚 − 2 требований с
𝑝1 = 𝐶, 𝑝2 = 𝐶 + 1, . . . , 𝑝𝑚−2 = 𝐶 +𝑚 − 3. Однако, если 𝑘 > 1, задача 𝑃2, 𝑆2 ∣ 𝑠𝑗 =
= 1 ∣ 𝐶max может быть сведена к задаче 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max добавлением 𝑘
требований с 𝑝𝑗 = 𝐶+𝑎−1, 𝑘 требований с 𝑝𝑗 = 𝐶+𝑎−2, . . . , 𝑘 требований с 𝑝𝑗 = 𝐶
и 𝑏 требований с 𝑝𝑗 = 𝐶 − 1.

Теперь покажем, что задача 𝑃𝑚,𝑆(𝑚 − 1) ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max может быть решена
для случая с фиксированным числом приборов за псевдополиномиальное время.
Этот результат является обобщением результата, опубликованного в [4] для задачи
𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max.

Известно, что задача 𝑃𝑚 ∣∣ 𝐶max может быть решена псевдополиномиальным
алгоритмом даже в случае, когда все приборы становятся доступными в разное
время. Далее будем обозначать этот алгоритм через PP. Применим алгоритм PP к
некому частичному расписанию 𝜎 и некому множеству требований 𝑁 ′ ⊂ 𝑁, другими
словами, начиная с некого частичного расписания 𝜎 решаем задачу на параллельных
приборах без серверов, пытаясь при этом обслужить все требования из множества𝑁 ′
наиболее быстрым способом, т.е. так, чтобы длина построенного расписания была
минимальной.

Нижняя граница оптимального значения целевой функции для задачи 𝑃𝑚,𝑆(𝑚−
− 1) ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max получается из неравенства 𝐶max ⩾ max{𝑛,𝐶max}, где 𝐶max

обозначает оптимальное значение целевой функции для задачи 𝑃𝑚 ∣∣ 𝐶max, при
условии, что один прибор становится доступным в момент времени 1, а все остальные
приборы доступны с момента времени 0, причем времена выполнения 𝑛 требований
равны 𝑝′𝑗 = 𝑝𝑗 + 1, где 𝑝𝑗 обозначает время выполнения требования 𝑗 ∈ 𝑁 в задаче
𝑃𝑚,𝑆(𝑚− 1) ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max.

Будем помечать требование 𝑗 ∈ 𝑁 как допустимое для некого частичного рас-
писания 𝜎, если после обслуживания требования 𝑗 не все 𝑚 приборов завершают
работу одновременно.

Перед первым шагом алгоритма все требования готовы к обслуживанию, и ча-
стичное расписание 𝜎0 описывается ситуацией, когда первые 𝑚−1 приборов готовы
к работе в момент 0, а последний прибор может начинать обслуживание в момент 1.
В алгоритме 𝑛 шагов. На каждом шаге 𝑖 некое новое требование обрабатывается и
полученное расписание 𝜎𝑖 рассматривается как частичное расписание для задачи на
параллельных приборах без серверов с модифицированными временами выполнения
𝑝′𝑗 = 𝑝𝑗 + 1 всех требований.

А л г о р и т м 1.

Ша г 𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 :

a. Выбираем наименьшее требование (т.е. требование с минимальным модифи-
цированным временем выполнения) такое, что после добавления этого требова-
ния к частичному расписанию 𝜎𝑖−1 и применения алгоритма PP к полученному
частичному расписанию 𝜎𝑖 и ко всем необслуженным требованиям с модифици-
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рованными временами обслуживания 𝑝′𝑗 = 𝑝𝑗 + 1 получающееся быстродействие
не превосходит значения 𝐶max = max{𝑛,𝐶max}.
В случае невозможности такого выбора берем произвольное требование.
b. Получаем новое расписание 𝜎𝑖 из расписания 𝜎𝑖−1, исключаем выбранное тре-
бование из дальнейшего рассмотрения.

Временная сложность алгоритма 1 оценивается величиной 𝑂

(
𝑛3

(
𝑛∑

𝑖=1

𝑝′𝑖

)𝑚−1
)

.

Чтобы узнать значение 𝐶max, необходимо использовать алгоритм 𝑃𝑃, сложность

которого 𝑂

(
𝑛

(
𝑛∑

𝑖=1

𝑝′𝑖

)𝑚−1
)
. В п. a. шага 𝑖 необходимо рассмотреть не более чем

𝑛 требований и применить алгоритм 𝑃𝑃 к каждому из полученных расписаний.

Описанная процедура потребует 𝑂

(
𝑛

(
𝑛∑

𝑖=1

𝑝′𝑖

)𝑚−1
)
шагов. Следовательно, времен-

ная сложность п. a. шага 𝑖 оценивается значением 𝑂

(
𝑛2

(
𝑛∑

𝑖=1

𝑝′𝑖

)𝑚−1
)
. Поскольку

алгоритм 1 состоит из 𝑛 шагов, общая сложность составит 𝑂

(
𝑛3

(
𝑛∑

𝑖=1

𝑝′𝑖

)𝑚−1
)

.

Т е о р е м а 2. Алгоритм 1 строит оптимальное расписание для задачи
𝑃𝑚,𝑆(𝑚− 1) ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если на подшаге a. каждого шага 𝑖 алгоритма 1 можно
выбрать допустимое требование, то выполняется 𝐶max = 𝐶max. Предположим, что
на некотором шаге 𝑖 не существует допустимого требования, т.e. для частичного
расписания 𝜎𝑖−1 один прибор доступен с момента времени 𝑇1, а остальные приборы
доступны с момента 𝑇2 и все необработанные требования имеют модифицированные
времена выполнения 𝑇2 − 𝑇1.

Если количество необработанных требований не превосходит 𝑚, то алгоритм
строит оптимальное расписание, поскольку в этом случае выполняется 𝐶max = 𝐶max.

Предположим, что количество необработанных требований превосходит 𝑚. Рас-
смотрим интервал [𝑇1, 𝑇2] и соответствующее расписание 𝜎𝑖−1. Заметим, что все
требования, выполняющиеся в интервале [𝑇1, 𝑇2], имеют модифицированные време-
на выполнения, которые не меньше значения 𝑇2 − 𝑇1. Выберем из них требование с
максимальным значением 𝑝′𝑖 и рассмотрим шаг 𝑗, на котором это требование было
назначено на обработку. Поскольку на этом шаге алгоритм делал выбор между тре-
бованием 𝑖 и требованием с модифицированным временем обработки 𝑇2−𝑇1, можно
заключить, что для расписания 𝜎𝑗−1 один прибор доступен с момента времени 𝑇 ′

1,
другие приборы доступны с момента 𝑇 ′

2, кроме того, выполняется 𝑇 ′
2−𝑇 ′

1 = 𝑇2−𝑇1.
И опять в интервале [𝑇 ′

1, 𝑇
′
2] выполняются только требования с модифицирован-

ным временем, превосходящим значение 𝑇 ′
2 − 𝑇 ′

1. Приведенные рассуждения можно
повторять до момента, когда будет рассматриваться частичное расписание 𝜎𝑗 , для
которого выполняется 𝑇 ′

1 = 0. По определению расписания 𝜎0 один прибор досту-
пен с момента 1. Следовательно, описанная ситуация возможна лишь тогда, когда
выполняется 𝑇2 − 𝑇1 = 1.

Покажем теперь, что в частичном расписании 𝜎𝑖−1 все серверы работают без
простоев. Предположим, что в интервале [𝑇 ′

1, 𝑇
′
1+1] работает меньше чем 𝑚−1 сер-

веров. Тогда существуют, по крайней мере, два требования, которые выполняются
в [𝑇 ′

1, 𝑇
′
1 + 1] и при этом их загрузка завершается до момента 𝑇 ′

1. Выберем любое из
этих требований, скажем 𝑧, и рассмотрим шаг 𝑞 алгоритма 1, на котором выбранное
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требование назначается на обработку. После построения расписания 𝜎𝑖−1 количе-
ство единичных требований превосходит 𝑚, следовательно, на шаге 𝑞 алгоритма 1
должно выбираться не требование 𝑧, а некое единичное требование. Итак, данную
ситуацию можно исключить из рассмотрения, и, следовательно, в частичном рас-
писании 𝜎𝑖−1 все серверы работают без простоев. Значит, в этом случае алгоритм 1
строит расписание с 𝐶max = 𝑛.

Алгоритм 1 можно применить к задаче 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max, т.е. к случаю с
произвольным числом приборов и серверов. Однако полученное расписание может
оказаться не оптимальным. Рассмотрим следующий пример задачи 𝑃3, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 =
= 1 ∣ 𝐶max. Имеется девять требований с длительностями обработки 𝑝1 = 𝑝2 =
= 𝑝3 = 1, 𝑝4 = 𝑝5 = 𝑝6 = 𝑝7 = 2, 𝑝8 = 3, 𝑝9 = 4. Оптимальное расписание длины
𝐶max = 10 можно получить применением списочного алгоритма к последователь-
ности 𝜋 = (4, 5, 6, 9, 1, 2, 8, 7, 3). Алгоритм 1 располагает требования в порядке 𝜋′ =
= (4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 2, 3). Заметим, что перед загрузкой требования 3 возникает про-
стой. Поэтому полученное значение 𝐶max будет равно 11.

Вопрос о существовании псевдополиномиального алгоритма для задачи 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣
𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max со значением 𝑘 ⩽ 𝑚−2 остается открытым. Однако следующий резуль-
тат показывает, что для критерия 𝐿max задача с фиксированным числом приборов
и серверов не может быть решена за псевдополиномиальное время, если 𝑃 ∕= 𝑁𝑃 .

Т е о р е м а 3. Задача 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max унарно 𝑁𝑃 -трудна для любого
фиксированного числа приборов 𝑚 и любого фиксированного числа серверов 𝑘 при
𝑘 < 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [19] было показано, что следующая задача распознавания
для модели 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max является 𝑁𝑃 -трудной в сильном смысле:

𝑛 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 1,

𝑝𝑗 = 2𝑎𝑗, 𝑑𝑗 = 𝑟(2𝑦 + 1), 𝑗 = 1, . . . , 3𝑟,

𝑝𝑗 = 1, 𝑑𝑗 = 𝑘(2𝑦 + 1) + 1, 𝑗 = 3𝑟 + 𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟,

𝑝𝑗 = 0, 𝑑𝑗 = 𝑘(2𝑦 + 1), 𝑗 =4𝑟+(𝑘−1)(2𝑦−3)+1, . . . , 4𝑟+𝑘(2𝑦−3), 𝑘= 1, . . . , 𝑟,

𝑝𝑗 = 0, 𝑑𝑗 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 1, 𝑗 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 1,

где все 3𝑟 элементов 𝑎1, . . . , 𝑎3𝑟 таковы, что
3𝑟∑
𝑖=1

𝑎𝑖 = 𝑟𝑦 и выполняется
𝑦

4
< 𝑎𝑖 <

𝑦

2
для

𝑖 = 1, . . . , 3𝑟. Необходимо решить, возможно ли построить расписание, для которого
справедливо неравенство 𝐿max ⩽ 0.

Для описанной задачи распознавания 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max рассмотрим следую-
щую задачу распознавания 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max.

Пусть 𝑚 = 𝑘 + 1 + 𝑎𝑘 + 𝑏 и справедливо 0 ⩽ 𝑏 < 𝑘. Тогда для каждого требова-
ния 𝑗 задачи распознавания 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max положим 𝑝′𝑗 = 𝑝𝑗 , 𝑑

′
𝑗 = 𝑑𝑗 + 𝑎+ 1,

𝑗 = 1, . . . , 𝑟(2𝑦 + 1) + 1. Дополним задачу следующими требованиями.
Добавим 𝑎𝑘 требований со значениями параметров:

𝑘 требований с 𝑝′𝑖 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦 + 1) + 1, 𝑑′𝑖 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦 + 1) + 2,

𝑘 требований с 𝑝′𝑖 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦 + 1), 𝑑′𝑖 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦 + 1) + 2,

. . .

𝑘 требований с 𝑝′𝑗 = 2 + 𝑟(2𝑦 + 1), 𝑑′𝑖 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦 + 1) + 2.

Далее добавим 𝑏 требований с 𝑝′𝑗 = 1+ 𝑟(2𝑦+1) и 𝑑′𝑗 = 𝑎+ 𝑟(2𝑦+1)+ 2. Добавим
также 𝑘 − 𝑏 требований с 𝑝′𝑖 = 0, 𝑑′𝑖 = 𝑎 + 1 и (𝑘 − 1)(𝑟(2𝑦 + 1) + 1) требований со
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значениями параметров:

(𝑘 − 1)(2𝑦 + 1) требований с 𝑝′𝑖 = 0, 𝑑′𝑖 = (2𝑦 + 1) + 𝑎+ 1,

(𝑘 − 1)(2𝑦 + 1) требований с 𝑝′𝑖 = 0, 𝑑′𝑖 = 2(2𝑦 + 1) + 𝑎+ 1,

. . .

(𝑘 − 1)(2𝑦 + 1) требований с 𝑝′𝑖 = 0, 𝑑′𝑖 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 𝑎+ 1,

(𝑘 − 1) требований с 𝑝′𝑖 = 0, 𝑑′𝑖 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 𝑎+ 2.

Покажем, что существует решение задачи распознавания 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max

тогда и только тогда, когда существует решение задачи распознавания 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 =
= 1 ∣ 𝐿max.

(⇐) Предположим, что существует решение задачи распознавания 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 =
= 1 ∣ 𝐿max. Применим списочный алгоритм ко всем добавленным требованиям на-
чиная с требования 𝑗 = 𝑟(2𝑦 + 1) + 2), используя приборы 𝑀3,𝑀4, . . . ,𝑀𝑚 и взяв
порядок, заданный в тексте. Получаем задачу оптимального обслуживания первых
𝑟(2𝑦+1)+1 требований на двух приборах в интервале [𝑎+1, 𝑎+2+𝑟(2𝑦+1)], которая
может быть решена аналогично задаче 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max.

(⇒) Предположим, что существует решение для задачи распознавания 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣
𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max. Тогда первые 𝑎𝑘+𝑘 дополнительных требований должны выполняться
на 𝑚− 𝑘 приборах, чтобы не нарушить директивные сроки. Остальные требования
должны выполняться на 𝑘+1 приборах в интервале времени [𝑎+1, 𝑎+2+ 𝑟(2𝑦+1)].

Отметим, что в каждом интервале [𝑎 + 1 + (𝑧 − 1)(2𝑦 + 1), 𝑎 + 1 + 𝑧(2𝑦 + 1)],
𝑧 = 1, . . . , 𝑟, серверы должны работать без простоев. Следовательно, сумма всех
времен выполнения в каждом интервале равна 2𝑦 + 1. Кроме того, требования при
выполнении не могут накладываться друг на друга, поскольку в этом случае для
одного из требований будет нарушен директивный срок. Поскольку точно три требо-
вания с ненулевыми длительностями должны выполняться в каждом интервале, их
всегда можно выполнить на двух приборах. Таким образом будет построено решение
для 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐿max.

Если число приборов является произвольным, то задача 𝑃, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max

является унарно 𝑁𝑃 -трудной [4]. Из этого факта непосредственно получается
Т е о р е м а 4. Задача 𝑃, 𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max является унарно 𝑁𝑃 -трудной.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим задачу 3-разбиения: дано множество целых чи-

сел 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎3𝑚} с условиями
3𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖 = 𝑚𝐵,
𝐵

4
< 𝑎𝑖 <

𝐵

2
для 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3𝑚. Суще-

ствует ли разбиение множества 𝐴 на 𝑚 попарно не пересекающихся 3-элементных
множеств 𝐴1, . . . , 𝐴𝑚 таких, что для каждого 𝑗 выполняется равенство

∑
𝑎𝑖∈𝐴𝑗

𝑎𝑖 = 𝐵 ?

Данный пример задачи о 3-разбиении можно полиномиально свести к следующе-
му варианту задачи 𝑃, 𝑆𝑘 ∣ 𝑠𝑗 = 1 ∣ 𝐶max с 3𝑚 требованиями и 𝑚 приборами, когда
𝑝𝑖 = 𝑚𝑎𝑖 − 1, 𝑠𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 3𝑘: можно ли построить расписание, для которого
выполняется 𝐶max ⩽ 𝑚𝐵 + 𝑧 − 1?

Если времена загрузки не единичные, но равные между собой, можно сформу-
лировать следующий результат [19]: задача 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ 𝐶max является унарно
𝑁𝑃 -трудной. Из этого результата можно получить теорему.

Т е о р е м а 5. Задача 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max является унарно 𝑁𝑃 -трудной для каждого
𝑘 < 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В [19] было доказано, что задача 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ 𝐶max

является унарно 𝑁𝑃 -трудной, т.e. следующая задача распознавания является
𝑁𝑃 -полной: существует ли решение для задачи 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ 𝐶max, при кото-
ром выполняется 𝐶max ⩽ 𝐶? Рассмотрим задачу 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max и предположим,
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что 𝑚 = 𝑘+ 1+ 𝑎𝑘+ 𝑏, 0 ⩽ 𝑏 < 𝑘. Пусть 𝑑 = 𝑏, если 𝑏 ∕= 0, и 𝑑 = 𝑘, если 𝑏 = 0. Пусть
𝐷 = 𝐶, если 𝑏 = 0, и 𝐷 = 𝐶 + 1, если 𝑏 ∕= 0.

Задачу 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ 𝐶max можно свести к задаче 𝑃𝑚,𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max, добавив
к условию задачи 𝑃2, 𝑆1 ∣ 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ 𝐶max множество требований, которые можно
описать следующим образом: 𝑘 требований с 𝑠𝑗 = 1, 𝑝𝑗 = 𝐷 + 1; 𝑘 требований с
𝑠𝑗 = 1, 𝑝𝑗 = 𝐷 + 2; . . . ; 𝑘 требований с 𝑠𝑗 = 1, 𝑝𝑗 = 𝐷 + 𝑎; 𝑏 требований с 𝑠𝑗 = 1,
𝑝𝑗 = 𝐷+1; 𝑘− 𝑑 требований с 𝑠𝑗 = 𝐷+1, 𝑝𝑗 = 0 и 𝑑− 1 требований с 𝑠𝑗 = 𝐷, 𝑝𝑗 = 0.

Теперь обратимся к задаче с единичными длительностями выполнения требова-
ний. В [19] показано, что задача 𝑃, 𝑆1 ∣ 𝑝𝑗 = 1 ∣ 𝐶max полиномиально разрешима.
Если количество серверов больше одного, то задача усложняется.

Т е о р е м а 6. Задача 𝑃, 𝑆𝑘 ∣ 𝑝𝑗 = 1 ∣ 𝐶max является бинарно 𝑁𝑃 -трудной для
каждого фиксированного значения 𝑘 > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 𝑚 = 𝑛, где 𝑛 означает число требований. Зада-
ча сводится к делению множества из 𝑛 требований на 𝑘 подмножеств таким обра-
зом, чтобы максимальная сумма времен загрузки для каждого множества была как
можно больше. Таким образом, получается известная задача упаковки (bin packing
problem) [20].

4. Полиномиальный алгоритм для случая с одинаковыми значениями
длительностей и одинаковыми значениями загрузок

В [21] были разработаны полиномиальные алгоритмы для задач 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 =
= 𝑝,𝐷𝑗 ∣ −, 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝,𝐷𝑗 ∣

∑
𝐶𝑗 и 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝 ∣∑𝑤𝑗𝐶𝑗 . В [22] был предложен

полиномиальный алгоритм для задачи 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝 ∣ ∑ 𝑓𝑗(𝐶𝑗), где 𝑓𝑗 – неубы-
вающая функция такая, что для любых индексов 𝑖 и 𝑗 функция 𝑓𝑖 − 𝑓𝑗 является
монотонной. В [23] был предложен полиномиальный алгоритм для задачи 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 =
= 𝑝,𝐷𝑗 ∣ max𝜑𝑗(𝐶𝑗), где 𝜑𝑗 является неубывающей функцией.

В этом разделе покажем, что полиномиальные алгоритмы, разработанные в [21–
23], можно обобщить на задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ −, 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 =
= 𝑠,𝐷𝑗 ∣ ∑𝐶𝑗 , 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ ∑𝑤𝑗𝐶𝑗 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ ∑ 𝑓𝑗(𝐶𝑗),
𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ max𝜑𝑗(𝐶𝑗) соответственно.

Так как все обобщения делаются аналогичным образом, приведем обобщение
только для задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ −.

У т в е р ж д е н и е . Оптимальное расписание для задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 =
= 𝑠,𝐷𝑗 ∣ 𝐹, где 𝐹 = 𝐹 (𝐶1, . . . , 𝐶𝑛) – любая неубывающая функция, можно искать в
классе расписаний, для которых каждое требование выполняется в одном из сле-
дующих интервалов длины 𝑝 :

{[𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠, 𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠+ 𝑝+ 𝑠[∣ 𝑣, 𝑤 ∈ {0, 1, 2, . . .}}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим утверждение неверно. Выберем требование,
которое начинается раньше всех требований, интервалы выполнения которых не
принадлежат множеству {[𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+𝑤𝑠, 𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+𝑤𝑠+𝑝+ 𝑠[∣ 𝑣, 𝑤 ∈ {0, 1, 2, . . .}}. Обо-
значим это требование через 𝑘 и момент начала его обработки через 𝑡𝑘. Возможны
три случая:
1) либо некое требование 𝑙 завершается в момент 𝑡𝑘;
2) либо существует требование 𝑙, чья загрузка завершается в момент 𝑡𝑘;
3) либо нет требований, завершающих обслуживание или загрузку в момент 𝑡𝑘.
В случаях 1 и 2 получаем, что требование 𝑘 не является требованием с самым ранним
началом выполнения. В случае 3 получаем, что расписание не является оптималь-
ным. Таким образом, утверждение верно.
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Положим 𝐷 = max𝑗{𝐷𝑗} и 𝑟 = min𝑗{𝑟𝑗}. Напомним, что 𝑚 означает число при-
боров. Обозначим через 𝑒 число серверов.

Рассмотрим следующее множество интервалов:

𝐼 = {[𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠, 𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠+ 𝑝+ 𝑠 [ ∣ 𝑗 ∈ {1, 2, . . .};
𝑣, 𝑤 ∈ {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}; 𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠 ⩾ 𝑟; 𝑟𝑗 + 𝑣𝑝+ 𝑤𝑠+ 𝑝+ 𝑠 ⩽ 𝐷}.

Перенумеруем различные интервалы из множества 𝐼 по порядку их расположения
на числовой оси. Обозначим полученное множество через 𝐼 ′, т.е.

𝐼 ′ = {𝐼𝑖 ∣ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑧}},
и для каждого 𝐼𝑖 обозначим через 𝑟(𝐼𝑖) левый конец интервала 𝐼𝑖, а через
𝑑(𝐼𝑖) правый конец интервала 𝐼𝑖. Выберем максимальное значение 𝑦 такое, что
𝐼𝑖+1

∩
. . .
∩

𝐼𝑖+𝑦 ∕= ∅ для любых 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑧 − 𝑦}. Пусть ℎ будет максимальным
индексом таким, что выполняется 𝐼𝑖+1

∩
. . .
∩

𝐼𝑖+ℎ ∕= ∅ для любых 𝑖∈ {0, . . . , 𝑧 − ℎ} и
𝑟(𝐼𝑖+ℎ) − 𝑟(𝐼𝑖+1) ⩽ 𝑠. Кроме того, пусть 𝑥𝑗𝑖 равно количеству требования 𝑗, выпол-
няемых в интервале 𝐼𝑖.

Рассмотрим систему:

𝑧∑
𝑖=1

𝑥𝑗𝑖 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,(1)

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+1 +
𝑛∑

𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+2 + . . .+
𝑛∑

𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+𝑦 ⩽ 𝑚𝑝, 𝑖 = 0, . . . , 𝑧 − 𝑦,(2)

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+1 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+2 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑗,𝑖+ℎ ⩽ 𝑒𝑝, 𝑖 = 0, . . . , 𝑧 − ℎ,(3)

𝑥𝑗𝑖 = 0, если 𝑟(𝐼𝑖) < 𝑟𝑗 или 𝑑(𝐼𝑖) > 𝐷𝑗 𝑖 = 1, . . . , 𝑧, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,(4)
𝑥𝑗𝑖 ⩾ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑧, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.(5)

Покажем, что задача (1)–(5) эквивалентна задаче 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ −.
Т е о р е м а 7. Любое допустимое расписание для задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 =

= 𝑠,𝐷𝑗 ∣ − можно представить как допустимое решение системы (1)–(5).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Любое допустимое расписание можно описать как вектор 𝑥

со значениями 𝑥𝑗𝑖, равными количеству требования 𝑗, выполняющихся в интерва-

ле 𝐼𝑖. Заметим, что для 𝑥 ограничение (1) справедливо, поскольку
𝑧∑

𝑖=1

𝑥𝑗𝑖 является

суммарным временем выполнения требования 𝑗. Неравенство (2) справедливо, по-
скольку общее число приборов равно 𝑚. Ограничение (3) выполняется, так как об-
щее количество серверов равно 𝑒. Ограничение (4) выполняется, поскольку требова-
ние 𝑗 может выполняться только в интервале [𝑟𝑗 , 𝐷𝑗]. Ограничение (5) справедливо
по определению 𝑥.

Т е о р е м а 8. Любое допустимое решение системы (1)–(5) можно преобразо-
вать в допустимое расписание для задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ −.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑥∗ обозначает решение системы (1)–(5). Из [21] сле-
дует, что 𝑥∗ можно рассматривать, как решение для системы (1), (2), (4) и (5).
Его можно преобразовать в расписание �̃�, в котором все требования выполняются
в рамках заданных директивных сроков, каждое требование выполняется лишь од-
ним прибором и каждый прибор выполняет одновременно лишь одно требование.
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Остается доказать только, что 𝑥 удовлетворяет ограничению (3), т.е. что

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑖+1 +

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑖+2 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑖+ℎ ⩽ 𝑒𝑝 для любых 𝑖 = 0, . . . , 𝑧 − ℎ.

Докажем это, используя лемму 1 из [21]. В лемме 1 сказано, что
если 𝑒(𝐼𝑖) обозначает количество помеченных копий интервала 𝐼𝑖 и

𝑣(𝐼𝑖) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗𝑖,

то

(𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑖))𝑝 ⩾ 𝑣(𝐼𝑖) > (𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑖)− 1)𝑝.

Итак, получаем

(𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ))𝑝 ⩾ 𝑣(𝐼𝑘+ℎ) > (𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ)− 1)𝑝,

(𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘))𝑝 ⩾ 𝑣(𝐼𝑘) > (𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘)− 1)𝑝,

и, следовательно, выполняется

𝑣(𝐼𝑘+ℎ)− 𝑣(𝐼𝑘) > (𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ)− 1)𝑝− (𝑒(𝐼1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘))𝑝,

т.e.

𝑣(𝐼𝑘+ℎ)− 𝑣(𝐼𝑘) > (𝑒(𝐼𝑘+1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ)− 1)𝑝.

Поскольку

𝑣(𝐼𝑘+ℎ)− 𝑣(𝐼𝑘) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+ℎ,

получаем

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+ℎ > (𝑒(𝐼𝑘+1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ)− 1)𝑝.

Учитывая

(𝑒(𝐼𝑘+1) + . . .+ 𝑒(𝐼𝑘+ℎ))𝑝 =

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+ℎ,

получаем

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑘+ℎ >

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+ℎ − 𝑝.

Далее, поскольку из (3) следует справедливость

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑖+1 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑖+2 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

𝑥∗
𝑗,𝑖+ℎ ⩽ 𝑒𝑝,
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получаем

𝑒𝑝 >
𝑛∑

𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+1 + . . .+
𝑛∑

𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+ℎ − 𝑝,

другими словами,

𝑒𝑝+ 𝑝 >

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+ℎ,

и поскольку �̃�𝑗,𝑖 ∈ {0, 𝑝}, получаем, что справедливо

𝑒𝑝 ⩾
𝑛∑

𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+1 + . . .+

𝑛∑
𝑗=1

�̃�𝑗,𝑘+ℎ.

Таким образом, �̃� удовлетворяет ограничению (3).
Итак, доказано, что задача 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠,𝐷𝑗 ∣ − решается за полиноми-

альное время. Аналогично можно показать, что задача 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝 ∣∑ 𝑓𝑗(𝐶𝑗), где
𝑓𝑗 – неубывающая функция такая, что для любых индексов 𝑖 и 𝑗 функция 𝑓𝑖 − 𝑓𝑗
является монотонной, как и задача 𝑃 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝,𝐷𝑗 ∣ max𝜑𝑗(𝐶𝑗), где 𝜑𝑗 – неубы-
вающая функция, могут быть решены за полиномиальное время.

5. Оценки погрешностей для списочных алгоритмов

Оценим погрешности вычисления точного решения двух списочных алгоритмов
для задачи 𝑃, 𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max, т.е. для случая, когда дано произвольное число параллель-
ных приборов и 𝑘 серверов.

Случай, когда 𝑘 = 1, был рассмотрен в [1, 19]. В частности, в [19] для задачи
𝑃, 𝑆1 ∣∣ 𝐶max приведены следующие результаты для алгоритма 𝐿𝑃𝑇 (требования в
списке расположены в порядке невозрастания их длительностей) и произвольного
списочного алгоритма (требования в списке расположены в произвольном порядке):

(a) алгоритм 𝐿𝑃𝑇 имеет погрешность
2− 1

𝑚
;

(b) произвольный списочный алгоритм имеет погрешность
3− 2

𝑚
.

В [4] было показано, что обе оценки являются точными даже для случая с еди-
ничными временами загрузки.

Рассмотрим случай 𝑘 ⩾ 2.

Т е о р е м а 9. Для алгоритма 𝐿𝑃𝑇 справедлива оценка:

𝐶𝐿𝑃𝑇
max

𝐶∗
max

⩽ 2 +
𝑘 − 1

𝑘
− 𝑘

𝑚
,

где 𝐶𝐿𝑃𝑇
max обозначает длину расписания, построенного по алгоритму 𝐿𝑃𝑇 , и 𝐶∗

max
обозначает минимальную длину расписания.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим любое расписание, построенное алгоритмом
𝐿𝑃𝑇 для задачи 𝑃, 𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max. Для этого расписания время загрузки 𝑠𝑗 для требо-
вания 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} разбивается на 𝑘 частей, скажем 𝑠1𝑗 , 𝑠

2
𝑗 , . . . и 𝑠𝑘𝑗 , где 𝑠𝑟𝑗 обозначает

общее время, когда сервер выполняет загрузку требования 𝑗 и 𝑟 серверов работают
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одновременно. Обозначим последнее выполняемое требование через 𝑎. Тогда спра-
ведлива оценка:

𝐶𝐿𝑃𝑇
max ⩽

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗

⎞
⎠/𝑘 +

+

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠1𝑎 − 𝑠2𝑎 − . . .− 𝑠𝑘−1
𝑎 −

∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 − 𝑝𝑎

⎞
⎠/𝑚+

+ 𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1
𝑎 + 𝑝𝑎 =

=

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚−

⎛
⎝𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1

𝑎 +
∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 + 𝑝𝑎

⎞
⎠/𝑚+

+

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗

⎞
⎠/𝑘 + 𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1

𝑎 + 𝑝𝑎 =

=

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚−

⎛
⎝𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1

𝑎 +
∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 + 𝑝𝑎

⎞
⎠/𝑚+

+

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗 /𝑘 + 𝑠1𝑎/𝑘 + . . .+ 𝑠𝑘−1
𝑎 /𝑘 + 𝑝𝑎/𝑘

⎞
⎠+

+
(
𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1

𝑎 + 𝑝𝑎
) 𝑘 − 1

𝑘
=

=

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚+

+

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗 /𝑘 + 𝑠1𝑎/𝑘 + . . .+ 𝑠𝑘−1
𝑎 /𝑘 + 𝑝𝑎/𝑘

⎞
⎠(1− 𝑘

𝑚

)
+

+
(
𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1

𝑎 + 𝑝𝑎
) 𝑘 − 1

𝑘
.

Учитывая, что⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚 ⩽ 𝐶∗

max,

∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 /𝑘 + 𝑠1𝑎/𝑘 + . . .+ 𝑠𝑘−1
𝑎 /𝑘 + 𝑝𝑎/𝑘 ⩽ 𝐶∗

max

и

𝑠1𝑎 + 𝑠2𝑎 + . . .+ 𝑠𝑘−1
𝑎 + 𝑝𝑎 ⩽ 𝐶∗

max,

получаем

𝐶𝐿𝑃𝑇
max ⩽ 𝐶∗

max

(
2 +

𝑘 − 1

𝑘
− 𝑘

𝑚

)
.
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Покажем, что данная оценка является точной. Рассмотрим следующий пример
задачи 𝑃, 𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max с (𝑚 − 𝑘)𝑚 + 𝑘(𝑘 − 1) + 1 требованиями, предполагая, что 𝑘
является делителем 𝑚. Имеется 𝑚(𝑚 − 𝑘) требований с 𝑠𝑗 = 0 и 𝑝𝑗 = 1, 𝑘(𝑘 − 1)
требований с 𝑠𝑗 = 𝑚/𝑘 и 𝑝𝑗 = 0 и одно требование с 𝑠𝑗 = 𝑚 и 𝑝𝑗 = 0. Алгоритмом
𝐿𝑃𝑇 все требования упорядочиваются следующим образом: сначала все требования
с 𝑝𝑗 = 1, затем все требования с 𝑠𝑗 = 𝑚/𝑘 и затем требование с 𝑠𝑗 = 𝑚. Длина
полученного расписания равна 𝑚− 𝑘 + (𝑘 − 1)𝑚/𝑘 +𝑚, а длина оптимального рас-
писания – 𝑚, что получается, если требование с 𝑠𝑗 = 𝑚 выполнить первым, а затем
𝑘 раз повторить следующую процедуру: выполнять 𝑘 − 1 требований с 𝑠𝑗 = 𝑚/𝑘 и
(𝑚− 𝑘)𝑚/𝑘 требований с 𝑝𝑗 = 1.

Рассмотрим произвольный список требований.
Т е о р е м а 10. Для произвольной последовательности списочный алгоритм

имеет оценку

𝐶𝐿𝑆
max

𝐶∗
max

⩽ 3− 𝑘 + 1

𝑚
,

где 𝐶𝐿𝑆
max означает длину расписания для произвольного списка и 𝐶∗

max означает
оптимальную длину расписания.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим любое списочное расписание для задачи
𝑃, 𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max. Используя обозначения из предыдущего доказательства, получим
оценку:

𝐶𝐿𝑆
max ⩽

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗

⎞
⎠/𝑘 +

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗 −
∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 − 𝑝𝑎

⎞
⎠/𝑚+ 𝑝𝑎 =

=

⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚+ (1− 𝑘/𝑚)

⎛
⎝∑

𝑗

𝑠𝑘𝑗

⎞
⎠/𝑘 + 𝑝𝑎

(
1− 1

𝑚

)
.

Учитывая, что
⎛
⎝∑

𝑗

𝑝𝑗 +
∑
𝑗

𝑠𝑗

⎞
⎠/𝑚 ⩽ 𝐶∗

max,
∑
𝑗

𝑠𝑘𝑗 /𝑘 ⩽ 𝐶∗
max и 𝑝𝑎 ⩽ 𝐶∗

max,

получаем

𝐶𝐿𝑆
max ⩽ 𝐶∗

max

(
3− 𝑘 + 1

𝑚

)
.

Покажем, что полученная оценка точная. Рассмотрим пример задачи
𝑃, 𝑆𝑘 ∣∣ 𝐶max с количеством требований 𝑧𝑚(𝑚 − 𝑘 − 1) + 𝑘 + 1, где 𝑧 – произволь-
ное положительное число. Имеется 𝑧𝑚(𝑚 − 𝑘 − 1) требований с 𝑠𝑗 = 0 и 𝑝𝑗 = 1,
𝑘 требований с 𝑠𝑗 = 𝑧𝑚 − 1 и 𝑝𝑗 = 0 и одно требование с 𝑠𝑗 = 1 и 𝑝𝑗 = 𝑧𝑚 − 1.
По произвольному списку можно обработать сначала требования с 𝑝𝑗 = 1, затем
все требования с 𝑠𝑗 = 𝑧𝑚− 1 и наконец требование с 𝑠𝑗 = 1. В результате получим
расписание длины 𝑧(𝑚− 𝑘 − 1) + 𝑧𝑚− 1 + 𝑧𝑚, в то время как длина оптимального
расписания 𝑧𝑚. Оптимальное расписание получается при обработке требований с
𝑠𝑗 = 1 в первую очередь, а затем 𝑘 требований с 𝑠𝑗 = 𝑧𝑚 − 1 и всех остальных
требований.
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Итак, получаем значение

𝐶𝐿𝑆
max

𝐶∗
max

= 3−
(
𝑘 + 1 +

1

𝑧

)
/𝑚,

которое стремится к 3− 𝑘 + 1

𝑚
, если 𝑧 → ∞.

6. Заключение

В данной работе использовались критерии max𝜑𝑗(𝐶𝑗), где 𝜑𝑗 является неубы-
вающей функцией, и

∑
𝑓𝑗(𝐶𝑗), где 𝑓𝑗 является неубывающей функцией такой, что

для любых индексов 𝑖 и 𝑗 функция 𝑓𝑖 − 𝑓𝑗 является монотонной. Для дальнейших
исследований было бы интересно исследовать вопрос о вычислительной сложности
задачи 𝑃, 𝑆 ∣ 𝑟𝑗 , 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑠𝑗 = 𝑠 ∣ ∑𝑈𝑗 , где 𝑈𝑗 = 0, если 𝐶𝑗 ⩽ 𝑑𝑗 , и 𝑈𝑗 = 1, если
𝐶𝑗 > 𝑑𝑗 .
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