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Zur Quasikonvexitit ansgewihlter Einmaschinenpmbleme‘

Dieter Muchow, Frank Werner -

"

In dzeserArbe:t werden Grundlagen zur Quaszkonvexttat von Permutationsproblemen zusammengestelit und ausgewdihlte Nachbarschaﬁs~
graphen eingefiihrt. Danach werden drei polynomial ldsbare Einmaschinenprobleme betrachtet und die Eigenschaft der Quasikonvexititih-

rer Zielfunktionen auf speziellen Strukturgraphen nachgewiesen,

1. Einfilhrung

In der diskreten Optimierung spielt die Untersuchung der
Struktur der Ldsungsmenge und der Zielfunktion ausge-
withiter Problemstellungen eine zunehmende Rolle. In die-
ser Arbeit werden Strukturelgenschaften flir Probleme der
Gestalt

min {F(p) | p = (p.p2, ...
abgeleitet. Dabei bezeichnet P, = P(M) die Menge aller
Permatationen der Elemente von M = {1,2, m} Fsei
eine eindeutige Abbildung der Menge X in den R

Mannigfaltige Maschinenbelegungsprobleme  lassen sich
auf Probleme des Typs (1) zuriickfithren, u. a. Permutat-
ionsfluBprobleme, FluBprobleme mit bis zu 3 Maschinen
und alle Einmaschinenprobleme. Darunter sind Probleme

-recht unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades. . Einerseits

existieren fiir ganz spezielle Problemstellungen duBerst ein-
fache Losungsregeln (vgl. z. B. [7]), andererseits fiihren be-

. reits geringfiigige Verallgemeinerungen zu Problemen der

Klasse NP-hard. Daher ergibt sich unmittelbar die Frage
nach gemeinsamen Eigenschaften der Zielfunktionen, die
die Trennlinie zwischen polynomial 16sbaren und NP-hard
Problemen niher charakierisieren.

In [16] erfolgt eine adiquate Ubertragung des Begriffs der
Quasikonvexitit von Zielfunktionen nichtdiskreter Opl'.l-
mierungsprobleme auf Probleme der Gestalt

min{F(p) | p = Pop2: --- Pm) € P} 2)

‘mit graphentheoretlschen Mitteln auf der Basis spezieller
Nachbarschaftenin P,,. Eine dquivalente algebraische Defi-
nition wird in [2] erarbeitet. Beide Definitionen kénnen auf
Probleme der Gestalt (1) verall'gemeinert werden, wobei
eine Moglichkeit geschaffen wird, einen Beitrag zur Unter-

‘suchung der Struktur von Zielfunktionen dieser Probleme

zu leisten.

. Dabei ergibt sich ein enger ZusammenHang zu den Unter-

suchungen zur Bestimmung minimaler exakter Nachbar-
schaften (vgl. [12], {13], wobei es um die Frage geht, wieviel
Nachbarn eine zuldssige Léisung besitzen muB, damit ein

“lokales Optimum zugleich globales Optimum ist. Fiir das

Rundreiseproblem wird in [14] gezeigt, dali die minimale
exakte Nachbarschaft exponentiell viele Nachbarn umfafit.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht im Nachweis dex
Qtasikonvexitdt der Zielfunktionen ausgewihiter polyno-
mial 15sbarer Einmaschinenprobleme auf speziellen Nach-
barschaftsgraphen. Dabei werden die Untersuchungen

‘auch mit Blick auf die Frage gefiihrt, ob fiir polynomial 16s-

bare Probleme stets eine Nachbarschaft geringer Méchtig-
keit (insbesondere mit polynomial beschrinkter Anzaht
von Nachbarn) existiert, die die Quasikonvexitét liefert.
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Abschnitt 2 enthilt eine karze Zusammenstellung wesentli-
cher Grundlagen und Aussagen zur Quasikonvexitit. In

Abschnitt 3 werden ausgewéhlte Permutationsgraphen fiir R
das Problem (2) aufgefiihrt und einige Eigenschaften eines

speziellen Graphen abgeleitet. Die Vorstellung ausgewihl-
ter Einmaschinenprobleme und der Nachweis der Quasi-
konvexitiit .threr Zielfunktionen auf den eingefiihrten
Strukturgraphen bilden den Inhalt des Abschnitts 4.

2. Zur Quasikonvexitiit von Permutationsproblemen _' :

Als Ausgangspunkt der Betrachtungen sei das Problem (1) - "
gewithlt, Zur Beschreibung einer Nachbarschaftsstruktur |
in der Menge X ¢ P,, wird nachfolgend ein geeigneter ' -/
Graph G(m) verwendet. N(p, G) bezeichne die Menge aller

Nachbarn von p e X in G(m) Eine Nachbarschaft wird

symmetrisch genannt, falls r eN(p G) gilt, genau dann

wenn p € N(p',G) ist.

Eine symmetrische Nachbarschaft kann durchn einen unge- S

richteten Graphen G(m1) = (X,U} beschriecben werden.

Die Knotenmenge wird dabei durch X gebllclet Fiir die :

Kantenmenge gilt
U= {(p.p'ye X’ | p"€ N(p,G(m))}.

In G(m) = (X, U) wird eine Folge p' p°,

(i=1,...,0), wobei (P, p*) e Ugilt =1,
Kette bezelchnct Die Kette heifit einfach, falls in thr nicht

zwen;nal derselbe Knoten auftritt. Die Linge einer Kette - ‘

sei die Anzahl ihrer Kanten Unter der Linge i(p',p%,G)
zwischen den Knoten p* und p? in G(m) wird die Lange der
kiirzesten Kette zwischen p' und p” verstanden. Fiirp* € P,,
sei z{G,p) =1 {p*e P, | p' p*,G)=5s} |. Fir dle im
Abschnitt 3 vorgestellten Permutanonsgraphan ist z(G,pH
unabhingig von der Wahl von p* € P,, und wird daher mit
z:(G) bezeichnet,

Sei G(m) =
Nachbarschaftsgraph. Auf G(m) wird die Quasikonvexitit

bzw. die strenge Quasikonvexitiit von Zlalfunktlonen des

Problems (1) definiert, ‘ .
Def nition 1: F heifit. (}uamkonvex auf G(m), falls aus p ,
p e Xmit F(p*) < Fi

Eigenschaft F(p) < F(p") fiir alle p € K[p',p’] existiert.

Definition 2: Eine quaSIkonvcxc Funktion F heifit streng S

quasikonvex, falls aus p' p” € X mit F(pl) < F(p") folgt, daB

in G(m) mmdestens eine p' und p* verbindende einfache .

Kette K[p P 7 mit der Eigenschaft F(p) < F(p') fiir alle
p € K[p',p*], p #+ p', existiert.
In Anlehnung an die quamkonvcxe mchtdlskrete Optimie-

v P mitpi-éX_-“"' .
i=1),als .

(X, U) ein zusammenhingender, ungenchteter ‘

(p') folgt, daB in G(m) mmdestens gine = .
p! und p? verbindende cinfache Kette K[f P7] mit der .
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rung gelten folgende Siitze, deren Beweise ]eweﬂs in [16] Zu
finden sind.

Theorem 1. Ist die Zlelfunktlon F streng qu351k0nvex aufl
G(m), so ist jedes lokale Optlmum zug]elch ein globales

- Optimum.

Theorem 2:Ist dle Zlelfunktlon F quas1konvex auf G(m), i

50 bildet die Menge der globalen Optima einen zusammen-
hingenden Untergraphen von G(m).
Ein Permutationsproblem soll im folgenden qua51konvex
. (streng quasikonvex) auf G(m) genannt werden, wenn die
* Zielfunktion des Problems die Eigenschaft der Quasﬂ(on-
vexitit (der strengen Quasikonvexitit} auf G(m) besitzt.
. Die obigen Aussagen bilden die Grundlage fiir die Ablei-
' tung einer einheitlichen Losungsmethodik. Fiir quasikon-
vexe bzw. streng quasikonvexe Probleme kannein Abstiegs-

algorithmus angegeben werden, der stets zum globalen Op-

timum fidhrt (vgl. [2]). Nachfolgend wird in dieser Arbeit te-
diglich die Quasikonvexitiit betrachtet. .

Eine Méglichkeit des Nachweises der Qua51k0nvex1tat
‘ emes Problems auf G(m) besteht darin, die Existenz eines

- p* € Xzuzeigen, so daB in G(m) zwischen jeder belicbigen,

Lésung p € X und p* eine einfache Kette K[p,p*] vorhan-

den ist, entlang derer der Zielfunktionswert monoton.

mchtwachsend ist (vgl. [18]).

Im. Zusammenhang mit der Quamkonvexnat kénnen 2 Un-
tersuchungsrichtungen als besonders mteressant angeseheén
werden.

(1) Bei Vorgabe cines geelgneten Nachbarschaftsgraphen
G(m) wird untersucht, welche Permutationsprobleme auf
G(m) die Elgenschaft der Quasikonvexitit besitzen. Auf

diesem Wege besteht die Moglichkeit, einen Beitrag zur’

Ableitung gemeinsamer Eigenschaften. verschledenartlger
. Permutationsprobleme zu leisten,

{2) Falls ein Permutationsproblem quaSJkonvex auf Gi(n)

=(X, Uy) ist, so auch auf Gz(m) (X, U5) mit Uy Uni
. Gleichzeitig besitzt jedes Problem auf dem vollstindigen -

Graphen die Eigenschaft der Quasikonvexitit. Daher kann
ein Ziel der Untersuchungen auch darin gesehen werden,
. fiir ein gegebenes Problem eine solche Kantenmenge U zu
bestimmen, so daf} die. Zielfunktion auf G(m) qua51konvex
ist und. dabel jede Losung eine moglichst geringe Anzah!
‘von Nachbarn in G(m) besitzt. Auf diese Weise kénnen Er-
kenntnisse {iber die Struktur des konkreten Problems ge-
wonnen werden. Diese Herangehensweise steht in Verbin-
dung mit den Untersuchungen zur Bestimmung mlmmaier
exakter Nachbarschaften (vgl. Abschnitt 1).-

Nachfolgend werden im Abschnitt 3 ausgewiihlte Permu-
- tationsgraphen fiir das Problem (2) vorgestellt.

3. Spez:elle Permutationsgraphen fiir das Problem
min {F(p) | pe Py ) oo

Eine mdghche Nachbarschaftsstruktur fiir das Problem (2) -
entsteht aus der Eckpunkt-Nachbarschaft des Zuordnungs- -

polyeders. Als zugehoriges Graphenmodell ergibt sich der
Graph Gg(m) = (Pm, Usg) der Basistransformationen . mit

Us={(p, P') e P Ip =p* p,p zyklisch}. Dabei gilt
| N(p, GB(m D= 2 ("’) (r— 1)1furp € P, und somit hat

p exponentiell v1_ele Nachbarn. Dal;ler empfleh]t sich die
Betrachtung von Teilgraphen von Gp(m) mit polynomial
beschriinkter Anzahl von Nachbarn, Eine Méglichkeit be-
steht in der B'eschrankun% auf die Graphen Gi(m) = (P,
Ug) mit Ui = {(p,p") € Py | p' = p** p, p* zyklisch mit der
Liinge r}. Hinsichtlich der Anwendung bei lokalen deter-
ministischen und randomisierten Suchverfahren hat dabei
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.vertauschungsgraph GB(m) =

der Graph Gi(m), der den sogenannten Austauschverfah— o
ren zugrunde liegt, besondere Bedeutung In Gi(m)-wird -
ein Nachbar nachfolgend auch mit.p’ = 4;(p). bezelchnet o
wobei p’ durch Austausch des i-ten und des j-ten Elements -
von p entsteht. Ein Teilgraph von G3(m) ist der Nachbar- = .-
(P Uy), bei dem ein Nachi-. -
bar ]ewells durch Vertauschung zweier benachbarter Ele-: Lo
‘mente in der Ausgangspermutatton entsteht, Fiir die wéite- -

remn Betrachtungen sei Vy(p) die aus p entstehende Permu- -
“tation, wenn das i~te Element in p auf P0s1t1on F angeordnet e
wird. Dles fiihrt zu dem:Shiftgraphen G*(m) = (P,, If Sy mit -

vertauschungsgraph Gy(m) =

US‘{(P;P')EP [p' = lj(p) l<ij<m,i%*j}. Dabei

ist: G°(m) offenbar auch ein Teilgraph von Gg(m) Eine -

Verallgemeinerung von G5(m) stellt der sogengnnte’ Block-
(P U? ) dar, WObel

={(p’P')EP2|p 1, .- sy Pin15 Pit1s <o aPk; "
Pis <2 s Py Pasts oo Pm), 1 SESj<k<m} . 3

Somit entsteht in G*(m) ein Nachbar p’ von p dutch eine

(Bi,Bz)—Blockvertauschung mit B =
By = {pj+1, ---
reits |1<f(p G”‘(m)) | =m-(m*—1)/6, d. h. es existieren

{pi: ven :Pf} und'

 bereits O () Nachbarn von p’ Fiir m = 4 ist G®*(m) kein -

Teilgraph von Gg(m). Fiir die vorgesteliten Permutations-

graphen sind in [17] bzw. {19] eine Reihe von Eigenschaften o

abgeleitet.

Die eingefithrten Graphen sind auf Probléme der Gestalt
(1) ubertragbar. Sei G(m) = (P,, U) ein beliebiger Nach- -

barschaftsgraph fiir das Problem (2). ‘Dann bezeichne
G(m) =(X,U) mit U= {(p,p) e UN X} den entspre—
chenden Graphen fiir das Problem (1). -

" Sei G(m) ein beliebiger Nachbarschaftsgraph fiir Problem ! :
(2). Dann bezeichne f- G(m) den Graphen, bei dem p "*£p

ein Nachbar von p ist, falls in G(m) zwischen p und p’ eine

Kette mit héchstens f Kanten'existiert, d. h. N(p, f G(m)) =

o' e P | L=1p,p".G) <.
Es wird nachfolgend der Graph 2- Gs(m) betrachtet Aus

den Eigenschaften von G5(m) folgt, daB 2- G (m) den Giir-
tel 3 und den Durchmesser [(n — 1)/2] fir m = 3 besitzt -
* (bzgl. der Begriffe Giirtel und Durchmesser sei auf [17] ver-.

wiesen). AbschlieBend wird | N(p,2-G(m)) | bestimmt.

- Zuvor werden noch folgende Bezeichnungen eingefiihrt.

Seien G' und (}'Z zwei ungenchtete Graphen mit gleicher
Knotenmenge ‘Dann sei G'\ G* der Differenzgraph, d. h.

in der Kantenmenge von G werden alle Kanten gestrichen, - :

die zur Kantenmenge von G gehéren. Im weiteren be-
zeichne Pi» sofern nicht anders vermerkt, jeweils das j-te
Element einer Permutation p, und Po(p,i) die Position des

Elements { in p Ferner sei p\i die aus p durch Streichung -~

des Elements i entstehende Permutation. SchlieBlich be-

_ zeichne p® € P(H) jeweils die Permutation, in der die Ele-
" mente von H in aufsteigender Reihenfolge angeordnetsind -
- (d. h. pf e P(M) ist die identische Permutation). Weiter .. ~°

wird unter d(p,p") der iib]ichc Inversionsabstand zwischen

zwei Permutationen p,p' € P, verstanden, d h.".

d(p.p’)=|{(i.j) € M*| Po(p,i)<Po(p, J)APO(P' )
>Po(p' .} .

Der folgende Satz liefert ciné rekursive Berechnungsmog— T

lichkeit fiir z,( G5(m)).

Theorem 3: Es gilt folgende Rekursmnsbezmhhng in

G*(m) fiisr m = 4:
Zz(Gs(m)) = 2(G(m — 1)) + (m — 3) zl(G‘(m - 1))
+ (m -1)- zI(GS(m 2)) + z,(GS(m 3)).
cAm-m—7
mit 2)(G*(1)) = 2,(G*(2)) = 0 und z,(G(3)) =

Wiss. Z. Techn, Univ. Magdeburg 33 (198,_9) Heft 6
1

»

WPrt Allerdmgs gilt fiir diesen Graphen be- -




Beweis: Offenbar gilt zz(GS(l)) = 2(G%(2)) =0 und
2(G%(3)) = 1. Seien m =4 sowic p, p € P,, und p’ = 5-p.

Dabei gilt {(p,p’, G*) = 2 gehau dann, wenn I(p°,p, G*) = 2

@) ist. Nachfo]gend werden alle derartigen Perrnutatlonen
' P mit dieser Eigenschaft abgeleitet:

a)Seip,, = m, d. h. Po(p m) ='m, Dann erfiillen alle Per-
mutationen p* € P, mit I(p*,p*,G°).= 2 die Bedingung
(3). Folglich gibt es zz(GS(m —1)) Permutationen p =
(p*,m) in diesem Fall., -

b)Seip 1py—1 = m. Danngibtesm—1 Moghchkelten zur Wahl
von pn. Sei p* = (p1, ... P 2) e P(M\ {m,p,,}). Dann
gilt (3) genau dann, wenn I(p,p*,G%) = 1. Folglich gibt es
(m—1)-z:(G*(m — 2)) Permutatnonen p in diesem Fall.

C) Sei Pz = m..Dann sind folgende Fiille zu betrachten:

cl) Sei (7y, ... Pm-3) = D° e P(MN\ {7, P - 1,Pm}). Dann
gibt es ("™3') Mbglichkeiten der Auswahl von pm_l und p,,
aus der Menge {1, ... ,m—1}, wobei ]ewells zwel Zuord-
nungen mdglich smd Ledlghch fir p=(1, ... ,m—3, m,
m=2, m~1) gilt {(p°,p,G") = 1. Somit glbt es 2. (™3 1) 1
. Permutatlonen p in diesem Fall.

c2) Seien Pp-1 = m~2und p,;= m—1. Ferner selp = (pl,
vi+ sPm—3). Dann gilt (3 5) genau dann, wenn I(p°,p*,G 5y =1
gilt. Somit g1bt es z1(G*(m—3)) Permutationen 7 Fin dlesem
Fali.

¢3) Seien Po (ﬁ,m—'z) <m—2undp\ {m—2,m} = p°. Der
Fall p,..; = m — 2 ist in c1) enthalten. Fiir Po (p, m—2) <

m—41ist p jeweils nichtin c1} enthalten, und somlt gibtesin.

diesem Fall m—4 Permutatmnen D-

c4) Seien Po(p,m—1)<m— 2 und p\{m 1 Jmy =
Analogzu c3) gibtes m—4 Permutationen p in diesem Fall

d) Sei p; = m mit 1 <i=<m—3. Ferner sei p .—p\m Es

gilt (3) genau dann, wenn I(p®,p*,G°) = 1. Som1t gibt es fiir

festes { jeweils zl(G (;n—1)) Permutationen p* mit dieser
Eigenschaft und daher insgesamt (m—3): zl(Gs(m ~1))
Permutationen p in diesem Fall.,

Aus den Fillen a) bis d) ergibt 31ch nach Zusammenfassung
d1e Behauptung.
.g.e.d.
Die folgende Aussage hefert eine rekursionsfreie Berech-
nungsmoghchkelt fiir z,(G5(m)).

: Theorem4 Es gilt zz(GS(m)) m'/4—3m’+ 11m2!2 3m
+1firm=4.
Beweis: Seip = (p1, ... ,Pm) € P mlt mz=4 bellebl% er
geben alle Permutationen p*’ an, fiir die i(p,p"',G°) =
gilt. Es sind die folgenden Fille zu betrachten

:H—l(p) und

"a) Es werden zwei Transformationen p’ =

.prr
fiihrt (Jede der beiden Nachbarvertauschungen kann als
erstc ausgefilhrt werden). O.B.d.A. sei i<g. Fir

. 1=i=m-3 erhdlt man jeweils m—i—2 Moghchkelteu ZUr

. Wahlvong(i+2=g=m-—1).
" Somit gibt es in diesem Fall
© m—3 )
=2 k=(n=3)-(m-2)2"
Permutationen p" mit Kp,p'",G%) =2. ‘
b)?Es wird zunichst eine Transformation
D p'=Vimlp) N
sowie danach eine Transformation
(II) o= {Vg,i+1,(p,) falls g> z +1
" Va(p) falls g<i

Wiss. Z. Techn. Univ. Magdeburg 33 (1989) Heft 6

Veer1(p') mit 1 <i,g <m~1und |i—g| > 1 ausge-.

- ausgefihrt (d. h. pg wird zvnschen den vertauschten Nach-

barelementen angeordnet)

Zunichst glbt es m—1 Mogllchkelten for Transformatlon
(). Im Fall i = 1 bzw. i = m—1 gibt es jeweils m—3 Mog--‘}‘-
lichkeiten fiir Transformation (/1), so daB I(p,p'’,G) =2 .
gilt (g >3.bzw. g <m—2). Im Fall 2 < i < m—2 gibt es ]e-
weils m—4 Moghchkelten fiir Transformation (II), so daf
p,p", GS) 2 (g #i—1,i,i+1, i+2). Dam—3 Permutatio-

nen p'" = (pi, ’pr—lpH-I3P1+3’Pupt+2:px+4: e
pelt entstehen, erhalt man in diesem Fall

zp = (m—1)-(m— 4)+2 (m— 3) = (m-3)’

- Permiutationen p’’ mit I(p, p” GS) 2.

c) Es werden zwet Transformationen des Typs

@ - P = u+1(p) sOwWie
(D) p"=Va(p') mit |g—k|>1, g¢{zz+1}
sowie
> . ‘
h+ {i"‘ 1 i::;l: g - Z  (istin Fall b gnthalteq)

ausgefiihrt. Es gibt m~1 Moglichkeiten fiir Transformation
0.

Maégtichkeiten zur Wahl von 4 fiir die Erzeugung von p"’

m—2 fallsi=2und g=1bzw.i=m—2und g=m gilt, (4)~

m—3 falls (4) nicht erfillt ist und g=i—1 oder g-1+2 '
oderg=1 oder g=m gllt bzw -

m~— 4 sonst.

Dabei entstehen z =

... P LPi+2,Pit lpupt+3, .

- mi—2 Permutationen der Form p'=
. D) doppelt Somit-erhilt

man in dxesem Fall

={m—1-(m—2)- (m 4+ 4-(m— 2)—-21.
(m 2y [(m—1)-(m—4)+3]

Permutationen p'’ mit I(p,p' 1GHY=2.
d) Es werden zwei Transformationen
® P =Vip) mit |i-j|>1 sowic
_{V;,,-+1(p’) falls i>j. -
Vieni(p') falls i<j ’

ausgefiihrt (d. h. die zweite Transformation ist in p' eine "

a p

.Nachbarvertauschung zweier in p nicht. benachbarter'Ele- -

mente). Es gibt | N(p,G*\ Gy(m)) | Moglichkeiten fiir.
Transformation (I) ‘Da aber Transformation (IT} nur mog-
lich ist, falls 2 =< i < m—1 gilt, entfallen 2 - (m~2) Permuta-
tionen aus N(p,G \ Gv(m)). Ferner entstehen m—3 Per-

mutationen p’ = (p1, ... Pi-1Pis2.Ps PissPirt Pitts - Prm)
" doppelt, und man erhalt in-diesem Fall
zg= | N(p,G°\Gy(m)) | —2- (m=2) = (m—3) = (m=3)""

Permutationeh p*’ mit ip,p", G =2.
¢e) Es wird eine Transformation

D' = Vi) mit [i~j|>1 .
ausgefiihrt. Sei p* = p’ \ pi. Im zweiten Schritt wird eine
Transformation

I p** = g;,(p*) mit |g=h|>1

ausgefiihrt. Die dabel aus P, erhaltene Permutation wird
mit p*’ bezeichnet. '
Es gibt | N(p, G\ Gy(m)) | = (m—1)- (m-2) Moghchkel-
ten fiir Transformation (I). Zunéchst gibtes dann | N(p, G5\
Gv(m M| =(m-2) (m 3) Moglrchke:ten fir Transfor-

47

spm) dop-: -

Fiir jedes p’ ‘gibt e‘s‘n&—Z ‘Moglichkeiten fiir die Aus‘wah_l '
.von g. In Abhéngigkeit von i und g gibt es jeweils folgende ‘




mation (II). Hmzu kommen weitere Moghchke;ten da im
Fall

h= j—1 falls g<h,
i falls- g>h

das Element p% in p' vor bzw. nach p; a’ngeordnet werden

"kann. Dann entstehen fir j=1, i =3 bzw. j=m, i<m-2
(insgesamt 2- (m—2) Permutationen P ]eweﬂs m-3 welte-

re Permutationen p*’, fiir j=2, i = 4 bzw. jJ=m~1,i < m-3
(insgesamt 2 - (m—3) Permutationen p’) jeweils m—4 weite-
te Permutationen p’’, und in allen anderen Fillen fiir p’ er-

.geben sich max {0, m—5} weitere Permutatlonen p''. Somit ;

ergeben sich insgesamt
= IN(p G\ Gy(m)) | -max {0, m—5} + 2 (m—3)
(m-2)

zusitzliche Erzeugungsmoghchkelten fiir p**. Daruber hin-
aus entfallen solche Transformauonen bei denen
d(p,p") = 2 (5) gilt und fiir die

ge{Li+1} firi<jbzw.ge {i-2,i-1} fiiri>j

erfiillt ist (Fall ¢ bzw. d). Es gibt 2- (m—2) Permutationen
.4 € N(p,G*(m)) mit (5). Fiir i=1, j=3, bzw. i=3, j=1 bzw.
i=m—2, j=mbzw. i=m, j= m—2s1nd dleSJewellSZm—7Er-

- zeugungsmdglichkeiten fiir p’’, andernfalls jeweils 2mi—8,

Somit entfallen
zp=2. (m-—2) (2m— 8) +4
Erzeugungsmoghchkelten fiir p*’.

Die in dem betrachteten Fall durch Transformatlonenkdes '

Typs (I) und (II) entstehenden Permutationen lassen sich
zuniichst auf zwei verschiedene Mdglichkeiten erzeugen
(die Reihenfolge der Ausfithrung der Transformationen ist
beliebig). Jedoch gibt es verschiedene Permutationen p’,
die auf drei bzw. vier verschiedene Méglichkeiten erzeug-
bar sind. Nachfolgend werden alle derartigen Permutatio-
nenp'’ angegeben
Dazu wird die Anzahl der Permutationen p'' ermittelt, die
durch folgende Transformationen entstehen:

P’ =Vip),p'" = Vlp"), ' 6)

wobei fiir p bzw. p* = p’' \ p; (I) bzw. (II) erfiillt sind. Dann
gibt es fir =1, {23 bzw. i=m, j<m—2 (insgesamt
2. (m~2) Permutationen p’) jeweils m—3 Erzeugungsmdg-
lichkeiten fiir p'*, fiir i=2, j=4 bzw. i=m—i, j<sm—3
(insgesamt 2-(m—3) Permutationen p') jeweils m—4 Er-
zeugungsmﬁglichkeiten fiir p"’, und in allen anderen Fillen
fir p’ ergeben sich max {0, m—5}) Erzeugungsmoghchkel—
ten fiir p'’.

Falls p’* = Ay(p) mit |i—jf [ =3 N

gilt, dann gibt es 4 Moghchkeiten der Ausfithrung von zwei
Transformatlonen (I) und (IT), und alle smd gemal (6) er-

"m-3

héltlich. Insgesamt gibt es 2 i Permutationen p’' mit .
. i=1

Alle restlichen Permutationen p’ ¢ N{(p, G3(m)) gemiB (6)

sind durch drei verschiedene Mdoglichkeiten der Ausfiih-
rung von zwei Transformationen des Typs (I) bzw. (I) er-
zeugbar, wobei die Erzeugung gemiB (6) jeweils eindeutig
ist. AuBerdem gibt es m—3 Permutationen p’’ = (p;, ...

Pi-1, Dis2s Disds Pis Pitts Divas - Pm), f0r die ebenfalls

‘4 Moglichkeiten der aufeinanderfolgenden. Ausfithrung
" von Transformationen des Typs (I) bzw. (II) existieren.

Alle restlichen Permutationen in diesem Fall e) sind wie be-
reits erwihnt durch zwei verschiedene Mdglichkeiten der
Ausfiihrung von Transformationen des Typs (T) und (IT) er-
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zeugbar Somit gibt es

{N(p GS\GV(m))l max{O m— 5}+2 (m 3) .

+4-(m— 2) 4- 2:

Permutationen p’’, die durch drei verschiedere Moglldh- ‘
keiten der Ausfuhrung von Transformationen des Typs (I) -

und (IT) entstehen konnen sowie

m—3
Z=2i+m-3

i=1
Permutationen p'', die durch vier verschiedene Moghch—
keiten der Ausfiihrung von Transformationen des Typs ity

und (IT) entstehen kénnen. Man erhilt somit insgesamt in

diesem Fall

Ze = [lN(P,GS\Gv(m))l'IN(p,GS\Gv(m"" 1) |
’ +Z1—22—23—224]/2=[(m—1) -(m—2)2
(m=-3N-2m—4)-2m—-8)—4+(m—3)
o fm—4)]/2 '
Permutationen.
Daher ergibt sich

2(G(M)) = 20 + 2o + 2o+ 24+ 7 = M4 — 3m® + 11m?/2
= 3m+1 fir m=4l . g.e.d

Folgerung] Wegen | N(p,2— Gs(m))l =
+ z(G* (m)) ergibt sich unter Beachtung von N(pA_,G (m))
=(m—1? (vgl. [17] |N@p2-G¥(m)) | =m'/4-3m
+13m*/2 —Sm+2 fir m=4. Somit reprisentiert
2—G%(m) eine Nachbarschaft 4. Ordnung; d.h. es gibt
o(m") Nachbarn. :

4. Zum Nachweis der Quasikonvexit:it ausgewahlter Em- o

. maschinenprobleme

In diesem Abschnitt werden spezielle Maschinenbele-
gungsprobleme folgender Gestalt betrachtet: m Auftrage
1,2, ,»n sind auf einer Maschine zu bearbeiten. Die Un-
terbrechung eines Auftrages ist nicht gestattet. Jedem Axif-

trag i kann cine Bearbeitungszeit ¢, = 0, ein Fﬁ]]igkeitster- .

min d;= 0, ein Gewichtsfaktor w; > 0 und eine monoton

nichtfallende Kostenfunktion f; (f(?) gibt die entstehenden - |

Kosten an, wenn Auftrag i zur Zeit ¢ fertiggestellt erd) Zl-
geordnet werden. Zwischen den Auftriigen bestehen Vor-
rangbedingungen, d. h. vor Bearbeltungsbegmn eines be-
stimmten Auftrags muf} die Bearbeitung von einem oder

mehreren Auftrigen abgeschlossen sein. Die Beschreibung

der Vorrangbedingungen kann mit Hilfe eines gerichteten
Graphen erfolgen. Sei prec(i) die Menge der unmittelbaren
Vorgénger und succ(i) die Menge der unmittelbaren Nach-
folger von Auftragiin diesem Priizedenzgraphen.

Jede Bearbeitungsreihenfolge kann durch eine Permuta- .

tion p = (p1,p2, - .. ,Pm) € P der Auftrige charakterisiert
werden, Bei gegebenem Plan p € P, kann fiir jeden Anuf-

trag i der Termin des Bearbeitungsendes C{p), der Wert -
der Kostenfunktion f{C; (p)) fi(p) und der Termmuber-

schreltungsfaktor Udp) mit

. O falls C,' = dj
sonst
berechnet werden.

Jede Permutation wird mit Hilfe einer spemellen Zielfunk- -
- tion bewertet. Es ist eine zuléssige (mit den Vorrangbedin-
gungen vertrigliche) Bearbeitungsreihenfolge der Auf-
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trige gesucht, die einen minimalen Ziclfunktionswert auf-
weist.

Nachfolgend wird die Quasikonvexitiit von drei ausgewiihl-
ten derartigen Einmaschinenproblemen nachgewiesen.
4.1. Das [m| 1| prec| fmax]-Problem :

Die Zielfunktion dieses Problems hat folgende Gestalt:
F(p) = fmax = max {fi{p) | 1<i<m} .

Nach.einer in [6] angegebenen Klassifikation fiir Maschi-

nenbelegungsprobleme liegt das [m | 1| prec | fmax]-Pro- _

blem vor. Es gehort zur Klasse P.
In {8] wird ein 0(%)- Algorithmus zur Erzeugung einer Op-
timalldsung angegeben.

Algorithmus I

SO0: Setzel: =m; M':="M; T: =3 {t|ie M};
S1: Bilde R: = {zeM’|succ (i) N M’ =@}, Ermittle jeR

mit f(T) =min {fi{(N|keR}; Setze pi:=j;
Ti=T—g3l:=1—1;M: = M\ {j};

S2: Fallsl>0gehe zu S1;
pr=(pi,pt,..., p,,,)eP ist eine OptlmallosungF

Es kann folgende Aussage bewiesen werden:

Theorem 5: Das [m | 1| prec | fnax]-Problem ist quasﬂ(on-
vex auf G, (m).

DE) € P, die Optimall(")sung
. »Pm) * p* ein be-

Beweis: Seip* = (pf,p3, ...
gemibB Algorithmus Tund p = (py,ps, .
liebiger zuliissiger Plan. Es sei

I=max{keM|p*pi}. e ®
Dann existiert ein r <I mit p} = p, = j. Weiter sei p’ =

(Dhs . PPl e e P Mt F < 5 fund (s - Pm-1)
= p\j. Es wird gezeigt, daB
Fos) = ™) 2 . 2 fr) ©®

gilt. Dazu werden p°und p™*! (r < s 1 — 1) betrachtet. Auf-
grund der Monotonie ‘der Kostenfunktion ist fi(p'*!) <
(") und wegen Schritt S1 im Algorithmus I gilt f(p’) <
fp,(p’) Daher gilt f; gp‘“) < £,(P°) S faax(P"), und fir alle
i€ M\ {j} ist fi(p™ VSFAP’), woraus frw(p) = frum(p*™")
folgt. Jetzt sei p: = p'. Es wird erneut nach der beschriebe-
nen Vorgehenswelse verfahren, d. h. [ gemiiB (8) bestimmt
usw., bis p* erhalten wird. Entlang der so entstehenden
Kette Kfp,p*]}istder Zlelfunktlonswert wegen (9) monoton
nichtwachsend.

q.e.d.

4.2. Das[m | 1| tree | £w;C-Problem

In diesem Abschnitt wird das Emmaschmenproblem mit

+-der Zielfunktion ,Summe der gewichteten Bearbeitungs-

endtermine
Fp) = % wiCi(p)

untersucht. Filligkeitstermine werden nicht betrachtet.
Gelten bzgl. der Vorrangbedingungen keine weiteren Ein-
schriinkungen, so gehort dieses Problem zur Klasse NP-
hard.

Sei im weiteren |prec(i)| <1, i=1,...,m, d h. der
Graph der Vorrangbedingungen sei ein Wald. Flir das als
[m | 1|tree | Ew;C-Problem bezeichnete Maschinenbele-
gungsproblem existiert ein O{mlogm)-Losungsalgorithmus
(vgl. z. B. [3], der nachfolgend angegeben wird. Zuvor wird
noch eine Bezeichnung benétigt. Sei B = {p,, Ditls «e- ,p,}

1=<i=j<m, ein Block von Elementen einer Permutation

4 Wiss. Z. ’[‘echn. Univ. Magdeburg 33 (1989) Heft6

p € P, Fiir Bsei g(B) = w(B)/«(B) mit -
W(B) = £ {we| k ¢ B} und 1(B) = =(t,|k € B}.

Algorithmus 11

SO:Setze M': = M;1: =m;
S1: Ermittle j € M'mit g(j): = max {g(k) | ke M'
52: Falls prec(j) = @ gehe zu S3;
Fiir { & M’ mit prec(f) = {i} bilde Element ij it t,, =
4+ 45 wiz = w; + w; (entspricht einem Block B = {i, ]}
mit t(B) und w(B)' Setze M': M'\{z,]} U {z]} I=
-1;

prec (z;) =pree(i}; Gehe zu $4;

83: Ordnej begmnend an der ersten freien-Position in .

an (j kann ein Block aus mehreren Elementen sein!);
Setze I =I-1; M'": M'\{]}

S4: Falls{>0 gehe mSl;
p* € P, ist eine Optimallt‘isung!

Zum Nachweis der Quasikonvexitiit des Problems wird Ifol- '

gendes Blockvertauschungslemma benotlgt das in [3] be-
wiesen wird:

Lemmal: Eine P_ermutation p'eP, entstehe dur¢h'einc
{B,,B:)-Blockvertauschung  mit
pePl,.

q(B2) = q(By) ist.
Damit kana folgendes Theorem bewiesen werdcn

Theorem 6 Das[m | 1 [tree | Zw,C}]- Problem st quasnkon-
vex auf GZX(m).

Beweis: Es reicht aus, in G?*(m) die Existenz einer -einfa-

chen Kette von einer behebigen zulissigen Lésung p € P,
zur Optimallésung p* € P, gemif Algorithmus II zu zei-

gen, entlang derer der Zleifunktlonswert monoton nicht- ~

wachsend ist.

Sei jeM mit g(f)= max{q(k)lkeM} Ferner - sel -

s = Po{p,). Es sind zwei Fiille zu unterschmden

a) Falls prec(f) = @ist, sowird fiir s > 1 eine neue Permuta-
tion p’ aus p durch eine (B,B2)-Blockvertauschung. mit
Bll = {pl, ree
q(B;) folgt aus Lemma 1, daB F(p') < F(p) ist. Sei dann '
=M\ {j}. |

b) Sei {i} = prec(y) mit Po(p, i) = r. Im Falle s > 7 + 1 ent-

steht: p' durch eine (B,B;)-Blockvertauschung  mit
Ds—1} und B, ={p;} aus p. Auch hier gilt

={Prs1s -+
F(p ) = F(p) wegen q(B) = q(By). Es werden die Elemente

=M\ {i.j} U {if}.

SC] p:=p'. Das beschricbene Vorgehen‘wud anschlie-

Bend mit der Menge M’ wiederholt usw., bis p* erhalten’

wird. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB im Fall a) das erste
Element des Blockes B, durch p;mit / = min {k e M| Pr
=+ P} gebildet wird. Da das ausgewdhlte Element j ein
Block aus mehreren Elementen sein kann, entspricht der

|B:| z1(i=1,2) aus
Dann gilt F(p')< F(p) geénau, dann wenn .

L1} und By = {p,} erhalten. Wegen g(B;) =~ g

' z und jzu einem Element if (Block {i,j}) vereinigt, und es sei - >

Uberiang von p zu p’ einem Ubergang zu elnem Nachbarn -

in G¥(m). Lo qed

4.3. Das [m | 1| | EwUyj-Problem

Als Zielfunktion wird die Minimierung der Summe der ge- e

wichteteh Terminiiberschreitungsfaktoren betrachtet:.

Fip) = E wiU{p)

Dabei sei prec(i)= @ fiir i=1,... ,m. Dieses [m|1]]
ZEw;U]-Problem gehdrt zur Klasse NP- hard.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird zusétzlich vorausge-

setzt, daB aus 1; < die Beziehung w; = w; fiir 1<{j<m
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| folgt. Fir diesé Teilklasse wird in [ZOj ein O(m logm)-Algo-

rithmus zur Bestimmung einer Optimalldsung angegeben.
Im weiteren bezeichne C(p) das Bearbeitungsende des letz-
ten Auftrags eines Plans p € P, und p(L) = (p1, p2, . .. ,P1)
eine Permutation der Elemente einer gegebenen Menge
L e Mvon Au[tragen rmtd Sd, <. c=dy,.

Algorithmus ur

S0: Setze p:=p(M);S*: 1 @;

S1: FallsE]ementpkvonpmltC (p)<d fur1<:<k 1

und C,(p)>d e existiert, setze K:= {pl,pz, - 5Pk}
und gehe zu $2; :
Setze R*: =M \ S "
mallosung'

$2: Ermittle f¢ K mit #=max {#;|i € X} und w;= min
{wi|ieK}; SetzeS* = §* u {l} p:=p\I Gehezu
51;

Dem Nachwels der Quamkonvemtat der Teilklasse des be—

‘trachteten Problems werden noch drei Bemerkungen vor-

angestellt.

Bemerkung 1: Sei p= (pl,pz, ... ,p,,,) € p, eine beliebige
Losung, bei deren Abarbeitung ein Auftrag pymitk € M\
{m} verspiitet fertig wird. Fiir eine Permuta.t:on P'=Viip)
mit k < { gilt F(p') < Fp).

BemerkungZ Sei p = (p1,P2, ..+ \Pm) € Py, gegeben. ES

existiere ein k'e M \ {m} mit Cpk(p) <d w Cp.p) = d,,.,
und dp, > dp, .. ‘ :
Fiir eine Permutation p’ = Vk k+1(p) folgt F(p )= F(p) :
wegen ‘ '
@) <G 0 = o OV <y, <y,

Bemerkung 3: Sel le K der in einem Schritt S2 des Algo-

rithmus III ermittelte Auftrag. Prann wird bei Béarbeitung
von p(K)\! kein Auftrag - verspitet - fertig, da fir
Po(p(K),)<k folgende Beziechungen gelten: -

Gy, (P(K)-\l) - CPEND<C (p(K) \pk)
. Pk ] (p(K)) dpk 1
Dann kann folgendes Theorem bewiesen werden.

Theorem 7: Die betrachtete Tellklasse des[m| 1| |ZwU]-
Problems ist quasikonvex auf 2-G* (m)

Beweis: Erneut wird die Existenz einer einfachen Kette
- K[p,p*] zw1schen einer belicbigen Losung p € P,; und der

Optimalldsung p* € P,, gemaB Algorithmus ITI nachgewic-
sen, entlang derer der Zlelfunktaonswert monoton nicht-
wachsend ist:

Die Permutation p € P,, kann ohne Zlelfunktlonswertver-
groBerung durch Transformationen in G*(m) gemiBR Be-
merkung 1 und anschliefende Nachbarvertauschungen ge-

maB Bemerkunlg 2 in eine Permutation der Gestalt. -
)) {iberfithrt werden, wobei bei Bearbei-

p'=(p(R"), p($ c ,
tung von p1 die Auftrige aus R rechtzemg und die aus-§"
verspiétet fertig werden. Dabel 1st insbesondere R! o {z €

M| Cp)<di}.

Sei j der erste voin Algonthmus Il in die Menge §* aufge~

no ne Auftrag mit j € R' N $*. Zu diesem j gab es im -
o 5 7 18 “[12] Papadlmzmou, C. H; Stezg[ltz, K.: Combmatorlal optm‘nza-

Verlauf des. Algontkmus I eine Menge K mit p(K) = (p,
Pz -+ s ]: ey pk) Cpt(p(K))<
(P(K)) >d,, und = max{4}ie K} sowie w;= mm{wl|
i € K}. Mit Hilfe von K wird R! in Rl = R' 'K und R} =
R K zerlegt. Aufgrund der spez;ellen Wahl des Elements

jeR' n S*istd, <d, fiirre Riund d_a_imltp(R ) = (p(R1),"
pR)). - -‘
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(P(R*) p(S*)) ist eine Opt[-:

leSnNR* - Die

fir 1<ik-1, Cp, .

"Es gilt @ CRIck Bel Bearbeltung des Plans p(R ) wer-: 5
wihrénd ¢ -
. Ist. Daher folgtR; CK, d h £s ex1stlert ein -

den alle

Cp(p(K)) > d, .
hEKI‘ﬂlth¢R1 - ‘ R

Auftrage rechtzeltlg fertig, -

- Wegen R} = R\ Kgilt daher i e S -

Sei jetzt R® = R1 U {A}\{j} und §$*= S1 v {]}\{h} Dle :

- Permutation p*= (p(R%), p($?)) kann aus p' durch eine '

Rechtsverschiebung des Elementes j und eine anschlieBen:
de Lmksversch]ebung vonh (spezwlle Transformatlo\nen in
G (m) entstehen. Daher smd P und P Nachbarn in2- -

- G(m).

‘Wegen d;, < dy, und d,, d fur aller Rz hat p(Rz) dle Ge- '
stalt KIJ(RZ) = (p(Rl) (Ri=Riu{n}\ {j} und
Ri=R; Wegen Ric K \ {j} und Bemerkung 3 werden .-

alle Auftrage bei Bearbeitung des Plans F(RD rechtzeltl%_ o

fertig. Zugleich kann sich wegen #, < t, kein Auftrag aus R

neu verspéten. Da auch w; = wyist, folgt F(p®) < F(p').

‘Aufgrund der Bemerkungen:1 und 2 kann gegebenenfalls
Pt ohne Znelfunktlonswertvergroﬁerung in eine Permuta-

tion p* = (p(R%), p(S*)) uberfuhrt werden, wobei bel»ﬁear--‘

n beitung von p* die Auftrige aus R rechtzeltig und dle aus S3 '
. verspétet fertig werden. :
st jetzt R® A §* % @, so wird das beschrlebg‘,ne Vorgehen

- mit der Permutation p': lg:’ wiederholt,

Sei R*n'S*=0 und |R*| <|R*|. Dann existiert ein
Permutation ~ p*= (p(R* U {1},

p(S*\ {0} entsteht durch eine‘Linksverschiebung des Fle-
mentes [ aus p°. Fir sie ist F(p*) < F(p?). Es wird weiter

- nach der beschrlebenen Vorgehensweise verfahren bis die
- Optimallosung p* erhalten wxrd :

q.e.d-.
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